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Stetige Gleichverteilung

Ω𝑋= 𝑎,𝑏Ereignisraum: 

Dichtefunktion:
𝑓𝑋𝑥=

1

𝑏−𝑎
𝑎≤𝑥≤𝑏

0 𝑠𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑋~𝑈𝑎,𝑏Kurzbezeichnung: ”uniform”

𝑓𝑋𝑥

𝑥

1

𝑏−𝑎

0

𝑎 𝑏

𝑋~𝑈𝑎,𝑏
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Stetige Gleichverteilung

Verteilungsfunktion:

Å𝐹𝑋𝑥muss Null sein für alle 𝑥links von 𝑎
Å𝐹𝑋𝑥muss Eins sein für alle 𝑥rechts von 𝑏
Å Für 𝑎≤𝑥≤𝑏gilt:

𝐹𝑋𝑥=𝑃𝑋≤𝑥=න
−∞

𝑥

𝑓𝑋𝑡𝑑𝑡=න
𝑎

𝑥

𝑓𝑋𝑡𝑑𝑡=න
𝑎

𝑥 1

𝑏−𝑎
𝑑𝑡=

1

𝑏−𝑎
∙𝑡
𝑎

𝑥

=
𝑥−𝑎

𝑏−𝑎

𝐹𝑋𝑥=

0 𝑥<𝑎
𝑥−𝑎

𝑏−𝑎
𝑎≤𝑥≤𝑏

1 𝑥>𝑏

𝐹𝑋𝑥

𝑥
0

𝑎 𝑏

𝑋~𝑈𝑎,𝑏

1

www.matstat.org

Stetige Gleichverteilung

𝐸𝑋 =න
−∞

+∞

𝑥∙𝑓𝑋𝑥𝑑𝑥=න
𝑎

𝑏

𝑥∙
1

𝑏−𝑎
𝑑𝑥=

1

𝑏−𝑎
∙
1

2
∙𝑥2

𝑎

𝑏

=
1

𝑏−𝑎
∙
1

2
∙𝑏2−𝑎2 =

1

𝑏−𝑎
∙
1

2
∙𝑏−𝑎∙𝑏+𝑎=

𝑎+𝑏

2

Erwartungswert , Berechnung:

𝑓𝑋𝑥

𝑥0

𝑎 𝑏

𝑎+𝑏

2
𝑎+𝑏

2
= ”Schwerpunkt”

www.matstat.org
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Stetige Gleichverteilung

Erwartungswert , Varianz, Standardabweichung:

𝐸𝑋 =
𝑎+𝑏

2

V𝑋 =
𝑏−𝑎2

12

D𝑋 = 𝑉(𝑋)=
|𝑏−𝑎|

12

je größer der Abstand zwischen 𝑎
und 𝑏, desto größer die Varianz

”Schwerpunkt”

Beispiel für eine stetige Gleichverteilung:

Der Busvom FlughafenSchönefeldnachZeuthenfährt alle 30 Minuten. Ich
weiß nicht, zu welcher Zeit ich aus den Flieger herauskomme → die
Wartezeit auf den Bus liegt irgendwo zwischen 0 und 30, keine Zeit ist
bevorzugt→die Wartezeit𝑋ist stetig gleichverteilt :𝑋~𝑈(0,30)

www.matstat.org

𝜆

0
0

𝑓𝑋𝑥 𝑋~𝐸𝑥𝑝𝜆

Exponentialverteilung

Kurzbezeichnung: 𝑋~𝐸𝑥𝑝𝜆

Ω𝑋= 0,∞Ereignisraum: 

Dichtefunktion: 𝑓𝑋𝑥=
𝜆∙𝑒−𝜆∙𝑥 𝑥≥0
0 𝑥<0

𝜆>0
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Exponentialverteilung

www.matstat.org

𝑋~𝐸𝑥𝑝𝜆𝑓𝑥𝑥

𝜆=2
𝜆=4
𝜆=8

Dichtefunktion

www.matstat.org

Exponentialverteilung 𝑋~𝐸𝑥𝑝𝜆

Verteilungsfunktion:

𝐹𝑋𝑥=0 für 𝑥<0

für 𝑥≥0gilt:

𝐹𝑋𝑥=න
−∞

𝑥

𝑓𝑋𝑡𝑑𝑡=න
0

𝑥

𝜆∙𝑒−𝜆∙𝑡𝑑𝑡=𝜆∙
1

−𝜆
∙𝑒−𝜆∙𝑡

0

𝑥
= 𝑒−𝜆∙𝑡

𝑥

0
=1−𝑒−𝜆∙𝑥

𝐹𝑋𝑥=
1−𝑒−𝜆∙𝑥 𝑥≥0
0 𝑥<0

𝜆>0

Normierung:

න
−∞

+∞

𝑓𝑋𝑥𝑑𝑥=න
0

+∞

𝜆∙𝑒−𝜆∙𝑥𝑑𝑥=𝜆∙
1

−𝜆
∙𝑒−𝜆∙𝑥

0

+∞
= 𝑒−𝜆∙𝑥

∞

0
=1

www.matstat.org
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𝑋~𝐸𝑥𝑝𝜆

0

0

1
𝐹𝑋𝑥

𝑥

Exponentialverteilung

Verteilungsfunktion

𝐹𝑋𝑥=
1−𝑒−𝜆∙𝑥 𝑥≥0
0 𝑥<0

𝜆>0

www.matstat.org

Exponentialverteilung

Erwartungswert , Berechnung:

𝐸𝑋 =න
−∞

+∞

𝑥∙𝑓𝑋𝑥𝑑𝑥=𝜆∙න
0

+∞

𝑥∙𝑒−𝜆∙𝑥𝑑𝑥 partielle Integration

𝑢 𝑣′

=𝜆∙𝑥∙
1

−𝜆
∙𝑒−𝜆∙𝑥

0

+∞

−𝜆∙න
0

+∞

1∙
1

−𝜆
∙𝑒−𝜆∙𝑥𝑑𝑥=0+න

0

∞

𝑒−𝜆∙𝑥𝑑𝑥=
1

𝜆

𝑢 𝑣
𝑢′ 𝑣

Anmerkung: 

lim
𝑥→∞
𝑥∙𝑒−𝜆∙𝑥=lim

𝑥→∞

𝑥

𝑒𝜆∙𝑥
=lim
𝑥→∞

1

𝜆∙𝑒𝜆∙𝑥
=0 L′Hospital

www.matstat.org
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𝑓𝑋𝑥

𝑥𝛼

Fläche 𝛼

Fläche 1−𝛼

Quantildefinition :

Exponentialverteilung

Erwartungswert, Varianz, Standardabweichung:

𝐸𝑋 =
1

𝜆
V𝑋 =

1

𝜆2
D𝑋 =

1

𝜆

Quantil: 𝒙𝜶

Definition für 𝑥𝛼(siehe F2):

quantile_plots.R

1−𝑒−𝜆∙𝑥𝛼=1−𝛼

𝑒−𝜆∙𝑥𝛼=𝛼

−𝜆∙𝑥𝛼=ln𝛼

𝑥𝛼=
−ln𝛼

𝜆

𝐹𝑋𝑥𝛼 =1−𝛼

www.matstat.org

Exponentialverteilung

Erwartungswert, Varianz, Standardabweichung:

𝐸𝑋 =
1

𝜆
V𝑋 =

1

𝜆2
D𝑋 =

1

𝜆

Median:  = Quantil für 𝛼=0.5,  also 𝑥0.5

𝑥0.5=
−1

𝜆
∙ln

1

2

𝑥0.5=
ln2

𝜆

𝑥𝛼=
−ln𝛼

𝜆 𝑓𝑋𝑥

0.50.5

𝑥0.5

𝐹𝑋𝑥
1

0.5

𝑥0.5

www.matstat.org
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Exponentialverteilung

Beispiel:   Eine Zufallsvariable ist exponentiell verteilt mit dem Erwartungswert 1/3 . 
Berechne das 0.1-Quantil. Skizziere das Resultat. 

Fläche=0.1

𝑥0.1

P = qexp(0.1, rate = 3, lower.tail = FALSE)

www.matstat.org

Exponentialverteilung

Beispiel: Eine elektronische Komponentehat eine exponentiell verteilte Betriebs-
dauer mit dem Erwartungswert 2500 Stunden. Wie groß ist die Wahrschein-
lichkeit, dassdieseKomponentelänger als4000 Stundenfunktioniert ?

Zufallsvariable𝑋: Betriebsdauer 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit dass diese Komponente zwischen 2000 
und 4000 Stunden funktioniert ? 

P = pexp(4000, rate = 1/2500) -pexp(2000, rate = 1/2500) ≈ 0.247

www.matstat.org
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Exponentialverteilung

Beispiel: 
Eine Zufallsvariable 𝑋ist exponentiell verteilt mit Erwartungswert Τ14: 

𝑋~𝐸𝑥𝑝4

www.matstat.org

a) 𝑃𝑋≤0.5 ? 𝑃𝑋≤0.5=𝐹𝑋0.5=1−𝑒
−4∙0.5=1−𝑒−2=0.865

b) 𝑃0.2≤𝑋≤0.4 ?

𝑃0.2≤𝑋≤0.4=𝑃0.2<𝑋≤0.4=𝐹𝑋0.4−𝐹𝑋0.2

=1−𝑒−4∙0.4− 1−𝑒−4∙0.2 =1−𝑒−1.6−1+𝑒−0.8

=𝑒−0.8−𝑒−1.6≈0.247

c) 𝐸𝑋 ? 𝐸𝑋 =
1

𝜆
=
1

4
d) V 𝑋 ? V𝑋 =

1

𝜆2
=
1

16

Exponentialverteilung
Zusammenhang mit der Poisson-Verteilung:
Angenommen, die Zufallsvariable 𝑋 ist Poisson-verteilt : 𝑋~𝑃𝑜𝜆∙𝑡, d.h.
zufällige Ereignisse(”events”)geschehenunabhängigin Zeit/Raum. Der Abstand
zwischenzwei Ereignissenheißt Wartezeit(”inter -arrival time”)und wird oft mit
𝑻bezeichnet. Da die Ereignissezufällig eintreffen, ist auch𝑇eine Zufallsvariable.
DieVerteilungen dieser Zufallsvariablekann angegebenwerden:

event event

T= ”inter-arrival time” = Wartezeit bis zum nächsten Ereignis

𝑃𝑇>𝑡=𝑃𝑘𝑒𝑖𝑛𝑒𝐸𝑟𝑒𝑖𝑔𝑛𝑖𝑠𝑠𝑒𝑖𝑚𝐼𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙𝑙0,𝑡 =𝑃𝑋=0=𝑝𝑋0

mit 𝑋~𝑃𝑜𝜆∙𝑡

𝑃𝑇>𝑡=
𝜆∙𝑡0

0!
∙𝑒−𝜆∙𝑡=𝑒−𝜆∙𝑡

𝐹𝑇𝑡=𝑃𝑇≤𝑡=1−𝑃𝑇>𝑡=1−𝑒
−𝜆∙𝑡 Das ist die Verteilungs-

funktion für 𝐸𝑥𝑝𝜆 !

𝑻~𝑬𝒙𝒑𝝀 Die Wartezeit für den Poisson-Prozess 
ist exponentiell verteilt.

15
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Die Normalverteilung

Å die wichtigste, am häufigsten vorkommende Verteilung

ÅGlockenkure (”bell curve”), auch Gaußverteilunggenannt  

Åzentraler Grenzwertsatz → viele Zufallsvariablen sind (ungefähr) normalverteilt

Å Beispiele: alle möglichen Messfehler, Anzahl weißer Blutkörperchen per ml usw.

Kurzbezeichnung: 𝑋~𝑁𝜇,𝜎

Ω𝑋= −∞,∞Ereignisraum: 

Dichtefunktion: 𝑓𝑋𝑥=
1

2𝜋∙𝜎
∙𝑒
−
𝑥−𝜇2

2𝜎2 −∞<𝑥<+∞

𝑋~𝑁𝜇,𝜎2Achtung!:   manchmal

Zwei Parameter:  

Å𝜇: Erwartungswert ; Symmetrizentrum, 
Å𝜎: Standardabweichung ; charakterisiert Breite von 𝑓𝑋𝑥

MS0065_lecture_plots.R

www.matstat.org

Die Normalverteilung

Dichtefunktion: 𝑓𝑋𝑥=
1

2𝜋∙𝜎
∙𝑒
−
𝑥−𝜇2

2𝜎2 −∞<𝑥<+∞

𝑋~𝑁𝜇,𝜎𝑓𝑋𝑥

𝜇

𝜎

Normering: න

−∞

+∞
1

2𝜋∙𝜎
∙𝑒
−
𝑥−𝜇2

2𝜎2 𝑑𝑥=1

www.matstat.org

(hier ohne Beweis)
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Die Normalverteilung

Verschiedene 𝜇(Erwartungswerte)

𝜇=2

𝜇=4

𝜇=8

Verschiedene 𝜎(Standardabw.)

𝜎=1.5

𝜎=2.5

𝜎=4.5

www.matstat.org

Die Normalverteilung

Erwartungswert, Varianz, Standardabweichung:

𝐸𝑋 =𝜇

𝑉𝑋 =𝜎2

𝐷𝑋 =𝜎

𝐸𝑋 = න

−∞

+∞

𝑥∙𝑓𝑋𝑥𝑑𝑥= න

−∞

+∞

𝑥∙
1

2𝜋∙𝜎
∙𝑒
−
𝑥−𝜇2

2𝜎2 𝑑𝑥=…=𝜇

V𝑋 = න

−∞

+∞

𝑥−𝜇2∙𝑓𝑋𝑥𝑑𝑥= න

−∞

+∞

𝑥−𝜇2∙
1

2𝜋∙𝜎
∙𝑒
−
𝑥−𝜇2

2𝜎2 𝑑𝑥=…=𝜎2

𝐷𝑋 = 𝑉(𝑋)

www.matstat.org
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Die Normalverteilung

Verteilungsfunktion:

Å kein analytischer Ausdruck möglich
Å tabelliert nur für 𝑁(0,1))

𝜇

𝐹𝑋𝑥

𝑋~𝑁𝜇,𝜎

0

1

2

1

Verteilungsfunktion für N(0, 1):     Spezialfall   𝜇=0;𝜎=1

𝐹𝑋𝑥= න

−∞

𝑥
1

2𝜋
∙𝑒−

𝑡2

2𝑑𝑡=𝜱𝒙
Å wird Φ𝑥 genannt 
Å tabelliert für (ausreichend) viele 𝑥

”Standard-
Normalverteiling”

Verteilungsfunktion für N(0,1): Φ𝑥 𝜇=0
𝜎=1

tabelliert
von 0 .. 4.0
in 0.01-
Schritten

21
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Die Normalverteilung

Wir haben nur eine Tabelle für den Spezialfall 𝑁(0,1). Welchen Nutzen 
hat diese Tabelle? 

Sei 𝑋~𝑁(𝜇,𝜎) 𝐹𝑋𝑥= න

−∞

𝑥
1

2𝜋∙𝜎
∙𝑒
−
𝑡−𝜇2

2𝜎2 𝑑𝑡
allgemeine 
Verteilungsfunktion 
(alle 𝜇und 𝜎)

Substitution:  𝑧=
𝑡−𝜇

𝜎
(𝑧ist die standardisierte Zufallsvariable !)

𝑑𝑧

𝑑𝑡
=
1

𝜎
→ 𝑑𝑡=𝜎∙𝑑𝑧

𝐹𝑋𝑥= න

−∞

𝑥−𝜇
𝜎
1

2𝜋
∙𝑒−

𝑧2

2𝑑𝑧=Φ
𝑥−𝜇

𝜎

𝐹𝑋für 𝑁(0,1)!!

Dichtefunktion für 𝑁(0,1)

www.matstat.org

Die Normalverteilung

Die Verteilungsfunktionen für die allgemeine Normalverteilung 𝑁(𝜇,𝜎)kann 
mit Hilfe der Verteilungsfunktionen für die standardisierte Normalverteilung 
𝑁(0,1)berechnet werden.

Wenn 𝑋~𝑁(𝜇,𝜎), dann ist 𝐹𝑋𝑥=Φ
𝑥−𝜇

𝜎
, wobei Φdie Verteilungsfunktion 

für die standardisierte Normalverteilung, 𝑁0,1, ist.  

𝑋~𝑁(𝜇,𝜎)

𝑃𝑋≤𝑥=𝐹𝑋𝑥=Φ
𝑥−𝜇

𝜎

Mit Hilfe dieser Formel und einer Tabelle für Φkann man die Verteilungs-
funktion für alle Werte von 𝑥, 𝜇und 𝜎berechnen (mit einer gewissen Präzision).

𝐹𝑋𝑥=Φ
𝑥−𝜇

𝜎
𝑋~𝑁(𝜇,𝜎)

23
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Die Normalverteilung

𝑃𝑋≤𝑥=𝐹𝑋𝑥=Φ
𝑥−𝜇

𝜎

Tabellen für Φgibt es jedoch nur für positive Argumente. Mit Hilfe der Symmetrie
von N 0,1 gelingt jedoch auch die Berechnungfür negative Argumente. Man nutzt
ausdassN 0,1 symmetrisch um Null ist:

𝑋~𝑁(0,1)

−𝑎 𝑎0

𝑓𝑋𝑥

Φ−𝑎 1−Φ𝑎

Φ−𝑎=1−Φ𝑎

Die Berechnung von Φfür 
negative Argumente ist 
damit möglich. 

Die rot markiertenFlächen 
haben die gleiche Größe 
(Symmetrie). Damit folgt:

www.matstat.org

Die Normalverteilung

gilt allgemein gilt nur für Normalverteilung

Wahrscheinlichkeit, dass eine normalverteilte Zufallsvariable zwischen 
den reellen Zahlen 𝑎und 𝑏landet:

𝑎 𝑏

𝑓𝑋𝑥 𝑋~𝑁𝜇,𝜎

25
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Die Normalverteilung
Beispiele: Berechnung von 𝐹𝑋für beliebige 𝜇und 𝜎

𝑃𝑋≤1=𝐹𝑋1=Φ
1−3

2
=Φ−1=1−Φ1=1−0.8413=0.1587

Tabelle

𝑋~𝑁(𝜇,𝜎) 𝑋~𝑁(3,2) suche: 𝑃𝑋≤1 ?a)

𝑋~𝑁(𝜇,𝜎) 𝑋~𝑁(2,1) suche: 𝑃1≤𝑋≤3 ?b)

𝑃1≤𝑋≤3=𝐹𝑋3−𝐹𝑋1=Φ
3−2

1
−Φ

1−2

1
=Φ1−Φ−1

=Φ1− 1−Φ1 =2∙Φ1−1=2∙0.8413−1=0.683

Teil b) hat nach der Wahrscheinlichkeit gefragt, dass 𝑋zwischen 𝜇−𝜎und 
𝜇+𝜎liegt. Diese Wahrscheinlichkeit ist also ≈68%. Siehe nächste Seite →

www.matstat.org

Die Normalverteilung

Wahrscheinlichkeit dass 𝑿zwischen 𝝁−𝝈und 𝝁+𝝈liegt:

Wenn 𝑋~𝑁𝜇,𝜎, dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass 𝑋zwischen 
𝜇−𝜎und 𝜇+𝜎liegt ungefär 68%.  

Mit derselben Methode erhält man:

𝑃𝜇−2𝜎≤𝑋≤𝜇+2𝜎≈95%

𝑃𝜇−3𝜎≤𝑋≤𝜇+3𝜎≈99.7%

www.matstat.org

𝑃𝜇−𝜎<𝑋≤𝜇+𝜎=𝐹𝑋𝜇+𝜎−𝐹𝑋𝜇−𝜎

=Φ1−Φ−1=…≈68%

=Φ
𝜇+𝜎−𝜇

𝜎
−Φ

𝜇−𝜎−𝜇

𝜎

27
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Normalverteilung 68%

95% 99.7%

Die Normalverteilung

Beispiel: Eine Zufallsvariable 𝑋ist normalverteilt mit 𝜇=3und Varianz 4.

!! 2. Parameter ist Standardabweichung!

b) Berechne die Wahrscheinlichkeit dass 𝑋zwischen 1 und 5 liegt. Skizze!

a) b)

a) Berechne die Wahrscheinlichkeit dass 𝑋kleiner als 1 ist. Skizziere das Resultat.

www.matstat.org

29

30



2020-03-01

16

Die Normalverteilung

Quantiler für die standardisierte Normalverteilung, 𝑁(0,1)

Definition für Quantile 𝑥𝛼:    𝐹𝑋𝑥𝛼 =1−𝛼

Die Quantile für 𝑁(0,1)werden oft als 𝜆𝛼bezeichnet.

𝐹𝑋𝑥𝛼 =1−𝛼 allgemein

Φ𝜆𝛼 =1−𝛼 für 𝑁(0,1)

𝑋~𝑁(0,1)𝑓𝑋𝑥

𝐹𝑙ä𝑐ℎ𝑒=𝛼

Standardisierte Normalverteilung

Die Normalverteilung

Die Quantile für 𝑵(𝟎,𝟏)sind tabelliert:

www.matstat.org

Quantile für 𝑁0,1

Fläche = 𝛼

31

32



2020-03-01

17

Die Normalverteilung

Die Quantile für die standardisierte Normalverteilung, 𝑁(0,1)

Φ𝜆Τ𝛼2 =1− Τ
𝛼
2

𝑋~𝑁(0,1)𝑓𝑋𝑥

𝐹𝑙ä𝑐ℎ𝑒= ൗ𝛼2

1− ൗ𝛼2

𝜆ൗ𝛼2

𝛼=0.05→ 𝜆0.025

kommt oft vor!

Oft wird auch Τ𝛼2als Argument gebraucht, d.h. wir ersetzen αmit Τ𝛼2:

𝜆0.025=1.96

Standardisierte Normalverteilung

Die Normalverteilung

Wahrsch., dass eine 𝑵𝟎,𝟏 - Variablezwischen−𝝀Τ𝜶𝟐und+𝝀Τ𝜶𝟐landet:

MS0065_lecture_plots.R

𝑓𝑋𝑥 𝑋~𝑁(0,1)

𝜆ൗ𝛼2−𝜆ൗ𝛼2

ൗ𝛼2ൗ𝛼2

1−𝛼
(wegen Symmetrie)

𝑃 −𝜆ൗ𝛼2
<𝑋≤𝜆ൗ𝛼2

=Φ 𝜆ൗ𝛼2
−Φ −𝜆ൗ𝛼2

=Φ 𝜆ൗ𝛼2
− 1−Φ 𝜆ൗ𝛼2

=2∙Φ 𝜆ൗ𝛼2
−1=2∙1−

𝛼

2
−1=1−𝛼

𝑃 −𝜆ൗ𝛼2
<𝑋≤𝜆ൗ𝛼2

=1−𝛼

Dieses wichtige Resultat wird später 
für Intervallschätzungen gebraucht!

www.matstat.org
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Wiederholung Lineartransformation (siehe Vorlesung F3):

Lineartransformation von normalverteilten 
Zufallsvariablen 

Allgemein gilt dass𝐸𝑌 =𝑎∙𝜇+𝑏 und 𝐷𝑌 =|𝑎|∙𝜎. Damit wird aber
noch nichts über die Verteilung von 𝑌ausgesagt. Für die Normalverteilung
gilt eine Besonderheit: Wenn𝑋normalverteilt ist, dann ist auch die linear
transformierte Variable𝑌normalverteilt :

Wenn 𝑋~𝑁(𝜇,𝜎)

und 𝑌=𝑎∙𝑋+𝑏mit 𝑎,𝑏∈ℛ

dann gilt   𝑌~𝑁𝑎∙𝜇+𝑏,|𝑎|∙𝜎

𝑌=𝑎∙𝑋+𝑏 Lineartransformation

www.matstat.org

𝜇=𝐸(𝑋)

𝜎2=𝑉(𝑋)

𝜎=𝐷(𝑋)

Summe und Differenz von 
Zufallsvariablen

Wenn𝒂=𝟏und 𝒃=±𝟏:

Kovarianz

Kovarianz: 𝐶𝑋,𝑌 =𝐸 𝑋−𝜇𝑋 ∙𝑌−𝜇𝑌

Nur wenn 𝑋,𝑌unabhängig ! also 𝐶𝑋,𝑌 =0

www.matstat.org

wenn𝑋,𝑌unabhängig (𝐶=0)

Erwartungswert und Varianz:

Beachte das Plus in der Gleichung! 
(𝑏=−1⇢𝑏2=1)
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Für mehrere Summanden gilt: 

Diese Gleichung für den Erwartungswert gilt 
allgemein.

Å Der Erwartungswert einer Summeist also gleich der Summeder
Erwartungswerte.

ÅWenn alle Zufallsvariablen paarweise unabhängig sind, dann ist
auchdie Varianzeiner Summergleichder Summeder Varianzen.

www.matstat.org

Summe und Differenz von 
Zufallsvariablen

Diese Gleichung für Varianzen gilt nur wenn alle 𝑋𝑖
paarweise unabhängig sind!

Summe/Differenz zweier unabhängiger 
normalverteilter Zufallsvariablen

immer ”plus”!

Sei →

→
𝑋,𝑌unabhängig

och

Summen / Differenzen zweier unabhängiger normalverteilter Zufalls-
variablen sind ebenfalls normalverteilt, mit Erwartungswert 
und Standardabweichung

www.matstat.org

37

38



2020-03-01

20

Summe mehrerer unabhängiger 
normalverteilter Zufallsvariablen 

Sei  𝑋𝑖~𝑁𝜇,𝜎 𝑖=1,2,….,𝑛

Å𝑛unabhängigenormalverteilte Zufallsvariablen mit gleichen 
Erwartungswerten und gleichen Varianzen

www.matstat.org

Die𝑋𝑖müssen 
unabhängig sein!

Summen und Differenzen mehrerer unabhängiger normalverteilter
Zufallsvariablen mit gleichen Erwartungswerten und gleichen
Varianzen sind auch normalverteilt ; Erwartungswerte und Varianzen
werden addiert:

www.matstat.org

Summe mehrerer unabhängiger 
normalverteilter Zufallsvariablen 

Sei  𝑋𝑖~𝑁𝜇,𝜎 𝑖=1,2,….,𝑛

Å𝑛unabhängigenormalverteilte Zufallsvariablen mit gleichen 
Erwartungswerten und gleichen Varianzen

𝑋𝑖~𝑁𝜇,𝜎 𝑖=1,2,….,𝑛 unabhängig
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Mittelwert mehrerer unabhängiger 
normalverteilter Zufallsvariablen

Die Standardabweichungn für ത𝑋ist kleiner als für ein einzelnes 𝑋𝑖- wichtig 
für Messungen !

www.matstat.org

(siehe oben)Sei

𝑋𝑖~𝑁𝜇,𝜎 𝑖=1,2,….,𝑛
𝑛unabhängige normalverteilte 
Zufallsvariablen, gleiche 𝜇,𝜎

Mehr Messwerte (𝑛)→schmalare 
Verteilung für ത𝑋𝑛

SEM= ”Standard Error 
of the Mean”

𝑋𝑖~𝑁(𝜇,𝜎)

ത𝑋𝑛~𝑁 𝜇,
𝜎

𝑛

𝑛=1
𝑛=4
𝑛=16

𝑓ത𝑋𝑥

Dichtefunktion für den Durchschnitt (ത𝑋)

www.matstat.org
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Beispiel: Verteilung für 𝑋𝑖

Die Wahrscheinlichkeiten ist ca. 24% dass sich der Messfehler in den 
Grenzen -3 und 3 hält.

www.matstat.org

Beispiel: Ein Messfehler ist normalverteilt mit 𝑁(0,10). Wie groß ist
die Wahrscheinlichkeit, dass sich der Fehler bei einer aktuellen
Messungin den Grenzen(−3,3)hält?

Beispiel: Verteilung für ത𝑋

Die Wahrscheinlichkeit ist 87% dass sich der Mittelwert des Fehlers in 
den Grenzen -3 und 3 hält. Viel besser! 

www.matstat.org

Beispiel: Ein Messfehler ist normalverteilt mit 𝑁(0,10). Wie groß ist
die Wahrscheinlichkeit, dass sich der Mittelwert des Fehlers bei 25
Messungenin den Grenzen(−3,3)hält?
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Der zentrale Grenzwertsatz (ZGS)
( Central Limit Theorem, CLT)

ZGS: Auch Summen/Mittelwerte von beliebig verteilten Zufallsvariablen 
𝑋𝑖sind normalverteilt , wenn diese 𝑋𝑖

Å alle die gleiche Verteilung haben
Å unabhängig sind
Å viele sind (Limit → ∞) 

AsN bedeutet ”asymptotisch 
normalverteilt”, nur 𝑁ist auch ok.

www.matstat.org

Wir haben gesehen: Summen/Mittelwerte von normalverteilten Zufallsvariablen 
sind ebenfalls normalverteilt .

Der zentrale Grenzwertsatz (ZGS)
( Central Limit Theorem, CLT)

Summenund Mittelwerte der Zufallsvariablen𝑋𝑖sind ungefähr normal-
verteilt, ungeachtetder Art der Verteilung für die𝑋𝑖, wenn nur die Anzahl
der Komponenten groß genug ist. Darüberhinaus gilt der ZGSungefähr
selbst wenn die𝑋𝑖nicht exakt die gleicheVerteilung haben oder schwach
abhängigsind!

www.matstat.org
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𝑛= Anzahl der Würfel 
(dessen Augenzahlen 
addiert werden)

Je größer 𝑛wird, desto mehr ähnelt die Verteilung der Summe der 
Normalverteilung.

siehe F2: zwei Würfel𝑛=1 𝑛=2

𝑛=5 𝑛=10

www.matstat.org

Der zentrale Grenzwertsatz (ZGS)

Beispiel:mehrere (𝑛) Würfel, Verteilung für die Summe der Augenzahlen

Verteilung des Mittelwertes und dessen 
Standardisierung

Zur Erinnerung: Eine Zufallsvariable wird standardisert indem man dessen
Mittelwert subtrahiert und dann durch dessen Standardabweichungteilt . Die
resultierende Zufallsvariable hat dann den Erwartungswert 0 und die Standard-
abweichung1.

www.matstat.org

𝑋𝑖~𝑁oder  ZGS 

Diese Variable ist N(0,1)-verteilt 
(”standard-normalverteilt”).
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Summe und Differenz von Mittelwerten

ZGS= Zentraler 
Grenzwertsatz

o Wir haben gesehen, dass der Mittelwert mehrerer normalverteilter
Zufallsvariablen (mit gleichen Erwartungswerten 𝜇 und mit gleichen
Standardabweichungen𝜎) auchnormalverteilt ist.

o Darüberhinaus ist der Mittelwert von beliebig verteilten Zufallsvariablen
(mit gleichen Erwartungswerten 𝜇 und mit gleichen Standardab-
weichungen𝜎) ebenfalls (ungefähr) normalverteilt, wenn nur die Anzahl
der Komponentengroß genugist (ZGS).

Aufgrund der Regeln für Summen normalverteilter Zufallsvariablen folgt:

Summe und Differenz von Mittelwerten

Beispiel: Die unabhängigen Zufallsvariablen 𝑋1und 𝑋2seien beide N(1, 2). 

Gib die Verteilung für den Durchschnitt ത𝑋=
𝑋1+𝑋2

2
an!

Dies stimmt mit der allgemeinen Formel überein (für 𝑛=2):

𝜎

𝑛
=
2

2
= 2

www.matstat.org
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Zusammenfassung: Verteilung von 
Summen und Mittelwerten

uwe.menzel@matstat.org

Summe und Differenz 𝑁-verteilter Zufallsvariablen

Beispiel: Bauelemente haben eine ungefähr normalverteilte Länge:

𝑁25,0.4. Man legt 20 zufällig ausgewählteBauelementeohne Fugen

zusammen. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit,dassderen Gesamtlänge
505 cm übersteigt ?

www.matstat.org

gesucht:
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Beispiel,Fortsetzung: Man legt zwei Reihenmit je 40 Bauelementenaus. Wie
groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Unterschied zwischen den Längen
beider Reihen10 cm übersteigt ?

Reihe 1:  𝑅1 Reihe 2:  𝑅2

Das gleiche für Reihe 2 …

Gesucht:   Beachte das Absolutzeichen !

www.matstat.org

Mittelwert von 𝑁-verteilten Zufallsvariablen

Beispiel: Bei einer Messungkann angenommenwerden, dassdie erhaltenen
Werte normalverteilt mit Erwartungswert 28.0 und Standardabweichung
0.25 sind. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit dassein Messwert zwischen
27.5 und 28.5 liegt ?

Beispiel,Fortsetzung: Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit dassder arithmetische
Mittelwert von vier unabhängigemMesswertenim selbenIntervall liegt ?

www.matstat.org
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Normalverteilung

Beispiel:  Eine Zufallsvariable 𝑋sei standard-normalverteilt. Berechne:  

𝑋~𝑁(0,1)

a) 𝑃(𝑋≤1.82)?

𝑃𝑋≤1.82=𝑃𝑋<1.82=𝐹𝑋1.82=Φ1.82=0.9656

kontinuerlich! Tabelle!

b) 𝑃𝑋≤−0.35=Φ−0.35=1−Φ0.35=1−0.6368=0.3632

c) 𝑃−1.2<𝑋≤0.5=Φ0.5−Φ−1.2=Φ0.5− 1−Φ1.2

=Φ0.5−1+Φ1.2=0.6915−1+0.8849=0.5764

d) 𝑃𝑋>𝑎=0.05Suche: 𝑎

𝑃𝑋>𝑎=1−𝑃𝑋≤𝑎=1−𝐹𝑋𝑎=1−Φ𝑎=0.05

→Φ𝑎=0.95→ 𝑎=1.64 (Tabelle)

e) 𝑃|𝑋|<𝑎=0.95Suche: 𝑎

𝑃|𝑋|<𝑎=𝑃−𝑎<𝑋≤+𝑎=Φ𝑎−Φ−𝑎=Φ𝑎− 1−Φ𝑎

=2∙Φ𝑎−1=0.95→ Φ𝑎=0.975→ 𝑎=1.96=𝜆0.025

Normalverteilung

Beispiel: Eine Zufallsvariable 𝑋 sei standard-normalverteilt . Für eine
andere Zufallsvariable 𝑌 gilt : 𝑌=3∙𝑋+2.Berechne Erwartungswert,
Varianzund Standardabweichungfür die Zufallsvariable𝑌!

𝐸𝑋 =0; 𝑉𝑋 =1 gegeben

Lösung:

𝐸𝑌 =𝐸3∙𝑋+2=3∙𝐸𝑋 +2=2

V𝑌=𝑉3∙𝑋+2=32∙𝑉𝑋 =9

𝐷𝑌 = 𝑉(𝑌)= 9=3

www.matstat.org

55

56



2020-03-01

29

Normalverteilung

Beispiel:  Eine Zufallsvariable 𝑋sei normalverteilt mit 𝑋~𝑁(5,2)
Berechne die folgenden Wahrscheinlichkeiten:

a) 𝑃(𝑋≤6)? 𝑃𝑋≤6=𝐹𝑋6=Φ
6−5

2
=Φ0.5=0.6915

b) 𝑃(1.8<𝑋<7.2)?

𝑃1.8<𝑋<7.2=𝑃1.8<𝑋≤7.2=𝐹𝑋7.2−𝐹𝑋1.8

=Φ
7.2−5

2
−Φ

1.8−5

2
=Φ1.1−Φ−1.6=Φ1.1− 1−Φ1.6

=Φ1.1−1+Φ1.6=0.8643−1+0.9452=0.8095

c) 𝑃𝑋≤𝑎=0.05Suche: 𝑎

𝑃𝑋≤𝑎=𝐹𝑋𝑎=Φ
𝑎−5

2
=0.05

Wert 0.05 nicht in der Tabelle →
benutze Φ−𝑥=1−Φ(𝑥)

Φ
5−𝑎

2
=0.95 Tabelle→

5−𝑎

2
=1.64förattΦ1.64=0.95

→ 𝑎=5−2∙1.64=1.72
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