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Stetige Gleichverteilung

Kurzbezeichnung ~ (,) "uniform”
Ereignisraum: Q =(,)
Dichtefunktion: )= { _1 < < }
0
() ~ ()
N
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Stetige Gleichverteilung

Verteilungsfunktion:

A () muss Null sein fiir alle links von
A () muss Eins sein fiir alle rechts von
AFir < < gilt

O=(<sH)= O = O = — =[_1-]=:

@) ~ (,)

www.matstat.org

Stetige Gleichverteilung

Erwartungswert, Berechnung:
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Stetige Gleichverteilung

Erwartungswert, Varianz, Standardabweichung

()= 3 "Schwerpunkt’
(- )2 je groBer der Abstand zwischen
V()= 12 und ,desto groRer die Varianz

D():J(—:'Jl_zl

Beispielfur eine stetige Gleichverteilung:

Der Busvom FlughafenSchonefeldnach Zeuthenfahrt alle 30 Minuten. Ich
weifd nicht, zu welcher Zeit ich aus den Flieger herauskomme - die
Wartezeit auf den Bus liegt irgendwo zwischen O und 30, keine Zeit ist
bevorzugt - die Wartezeit ist stetig gleichverteilt: ~ (0,3 0

www.matstat.org

Exponentialverteilung

Kurzbezeichnung ~ ()
Ereignisraum: Q = (0,»)
Dichtefunktion: _ _— >0
O={ o g} o
) -~ (O)
0
0
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Exponentialverteilung
Dichtefunktion

00 02 04 06 08 10 12

www.matstat.org

Exponentialverteilung ~ O
Normierung:
+ 00 + 00 1 +oo
() = =t B SN I WS S
—00 0
Verteilungsfunktion:
()=0 fur <0
fur = 0 gilt:
1
(): () = - = ._—.[_‘]O:[_ ]O:l— -
- 0
_y1- - >0
()_{ 0 <o} >0
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Exponentialverteilung

Verteilungsfunktion

O} >0
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Exponentialverteilung
Erwartungswert, Berechnung:
+00 + o0
()= ) o= - . partielle Integration
- 0 T Wv_/
1 B +0oo +00 1 B © B
= —_ ] - 1.-— =0+
L - 0 L N 0
~— S~
Anmerkung: )
1
l'im ™~ =lim=1im—-=0 LHospital
www.matstat.org
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Exponentialverteilung

Erwartungswert, Varianz, Standardabweichung

1 1 1

()=- V()= > D( )=~
Quantil: Quantildefinition :
Definition fur ~ (siehe F2): )

( )=1-

= 1- - =1- Flachel -

- =1 @)

-1 @)

www.matstat.org
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Exponentialverteilung

Erwartungswert, Varianz, Standardabweichung

1 1 1
()=- V() =— D()=-
Median: = Quantil fir = 05, also g5
D)
(@)
-1 1
05 = —"I 6§>
_l @
05= —
0.5( 05
(;.5 6.5
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Exponentialverteilung

Beispiel. Eine Zufallsvariable ist exponentiell verteilt mit dem Erwartungswertl/3 .
Berechne das 0.1Quantil. Skizziere das Resultat

Exponential distribution
lambda =3

Fx (.TQ) = 11—« .
1—e M = 1-q B
e M = g 5
Az, = hnao 2 o
Ine

Ty = ; a med X =: =

—In0.1 N

Tol = I; = 0.7675 2 / Flache=0.1

R P = gexp(0.1, rate = 3, lower.tail = FALSE

www.matstat.org
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Exponentialverteilung
Beispiel: Eine elektronische Komponente hat eine exponentiell verteilte Betriebs-
dauer mit dem Erwartungswert 2500 Stunden Wie groR ist die Wahrschein
lichkeit, dassdiese Komponentelanger als 4000 Stundenfunktioniert ?
1
Zufallsvariable : Betriebsdauer — E(X)=2500 = A= 7500
)
P (X >4000) =1 — P (X <4000) = 1 — Fx(4000)
1 [1_63—2%] — e B~ 02
Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit dass diese Komponente zwischen 2000
und 4000 Stunden funktioniert?
P (2000 < X < 4000) = Fy (4000) — F(2000) = 1 — e~ 505 — [1 - e*ﬁ]
= ¢ 3800 — ¢~ 2800 A 0,247
R P = pexp(4000, rate =1/2500) -pexp (2000, rate = 1/250
www.matstat.org
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Exponentialverteilung
Beispiel
Eine Zufallsvariable ist exponentiell verteilt mit Erwartungswert 1T, :
)
a) ( <052 (<05= (05=1- 405=1- "2=0865
b) (02 <04)7?
(02 <04)= (02< =<04)= (OH- (02
=1- -4.04 _ (1_ —4-0.2) =1- -16 _ 1+ -08
- -08_ -16 - 0247
_1. 1 1 1
c) ()7 ()=-=7 dv()? V() =5=1%
www.matstat.org
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Exponentialverteilung
Zusammenhang mit der PoissoiVerteilung:
Angenommen, die Zufallsvariable ist Poissonverteilt: ~ ( - ), dh.

zuféllige Ereignisse( ” e v egedchefiejunabhéngigin Zeit/Raum. Der Abstand
zwischen zwei Ereignissenheifdt Wartezeit ( itter-arrival time” und wird oft mit

bezeichnet Dadie Ereignissezuféllig eintreffen, ist auch eine Zufallsvariable.
Die Verteilungen dieser Zufallsvariable kann angegebenverden:

T= " i-aant reir v a | Wattdzait bis zunr nachsten Ereignis
- s Y
> -
\ .
event event mit  ~ \(‘ <)
(>)=1 ©)Jl= (=0= (©
_C
( > )_ o . =
_ _ _ _ . Das ist die Verteilungs
O= (C=s)=1- (>)=1- funktion fur @)
= _ O Die Wartezeit fir den PoissorProzess

ist exponentiell verteilt.

16

2020-03-01



2020-03-01

Die Normalverteilung

A die wichtigste, am h&ufigsten vorkommende Verteilung
AGlockenkure (7’ BauRverteiunggenaert) , auch
Azentraler Grenzwertsatz - viele Zufa
A Beispiele: alle méglichen Messfehler, Anzahl weiRer Blutkérperchen per ml usw

Kurzbezeichnung ~ (,) Achtung!: manchmal ~ (, ?)
Ereignisraum: Q = (-o,0)
(=L =
- : . = —_— —00 < < +o0
Dichtefunktion: Neal

Zwei Parameter.

A Erwartungswert ; Symmetrizentrum,
A : Standardabweichung; charakterisiert Breite von ()

www.matstat.org
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Die Normalverteilung
Dichtefunkti ()= —2 G
ichtetunkuon: = . 2 —00 < < +o0
N
" . +00 1 _(_—zﬁ .
ormering: . 2 = hi hne B i
g 3 ol (hier ohne Beweis)
Www.matstat.org
18
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Die Normalverteilung

Verschiedene (Erwartungswerte)

Verschiedene (Standardabw)
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Die Normalverteilung
Erwartungswert, Varianz, Standardabweichung:
G= O o= A SE L
) — 00 — 00 \/2_ ) )
Ve (- O e (-t G 2
N . N
)=+ ()
()=
()= 2
()=
www.matstat.org
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Die Normalverteilung

T nT
. . 1 -
Verteilungsfunktion: Fx(z) = f fx(t)dt = / — e 27 dt
oo _ 2 - o
YO
~ (,) A kein analytischer Ausdruck méglich
A tabelliert nur fir  (0,1))
1
2
0 |
. . . . . P "Standard
Verteilungsfunktion fir N(0, 1): Spezialfal =0; =1 Normal verteil
2 .
()= 1 = = () A wird ®( ) genannt
V2 A tabelliert fur (ausreichend) viele
- 00
21
Verteilungsfunktion fir N(0,1): ®( ) -0
Blom s, 397 - 1
Tabell 1. svanaara normalférdelning ®(z)
&(z) = P(X < z), dar X € N(0,1). L
Fér negativa z, utnyttja att ®(—z) =1 — ®(z) z
z 0 0 02 03 04 05 .06 .07 .08 .09
0.0 | .5000 .5040 .5080 .5120 .5160 .5199 .5239 .5279 .5319 .5359
0.1 | 5398 .5438 .5478 .5517 .5557 .5596 .5636 .5675 .5714 5753
0.2 | 5793 5832 .5871 .5910 .5948 .5987 .6026 .6064 .6103 .6141
0.3 | 6179 .6217 .6255 .6293 .6331 .6368 .6406 .6443 .6480 .6517
0.4 | .6554 .6591 .6628 .6664 .6700 .6736 .6772 .6808 .6844 .6879
0.5 | .6915 .6950 .6985 .7019 .7054 .7088 .7123 .7157 .7190 .7224
0.6 | .7257 7291 .7324 7357 .7389 .7422 .7454 7486 .7517 .7549
0.7 | 7580 .7611 .7642 .7673 .7704 .7734 .7764 7794 .7823 .7852
0.8 | 7881 .7910 .7939 .7967 .7995 .8023 .8051 .8078 .8106 .8133
0.9 | 8159 .8186 .8212 .8238 .8264 .8289 .8315 .8340 .8365 .8380
1.0 | .8413 .8438 .8461 .8485 .8508 .8531 .8554 .8577 .8599 .8621  tabelliert
1.1 | .8643 .8665 .8686 .8708 .8729 .8749 .8770 .8790 .8810 .8830 von O .. 4.0
12 | 8849 .8869 .8888 .8007 .8925 .8944 .8962 .8980 8997 9015  jn 0.01-
13| 9032 9049 9066 9082 9099 9115 9131 947 9162 77 & hri
14| 9192 .9207 9222 .9236 .9251 .9265 .9279 .9292 .9306 .9319 chritten
1.5 | 9332 9345 .9357 .9370 .9382 .9394 9406 .9418 .9429 .9441
1.6 | 9452 .9463 .9474 .9484 .9495 .9505 .9515 .9525 .9535 .9545
1.7 | 9554 9564 9573 .9582 .9591 .9599 .9608 .9616 .9625 .9633
1.8 | .9641 .9649 .9656 .9664 .9671 .9678 .9686 .9693 .9699 .9706
1.9 | 9713 9719 .9726 .9732 .9738 .9744 .9750 .9756 .9761 .9767
22
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Die Normalverteilung

Wir haben nur eine Tabelle fir den Spezialfall (0,1). Welchen Nutzen
hat diese Tabelle?

1 (=2 allgemeine
Sei ~ (,) = ()= —— 272 Verteilungsfunktion

_w\/Z_- (alle und )

Substitution: = — ( ist die standardisierte Zufallsvariable !)

-_— 1 -_—
_- . i _,
=> = — 7 = (D(_)
O =
W_/

Dichtefunktion fur (0,1)

www.matstat.org
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Die Normalverteilung

- () ()=o(—)
Die Verteilungsfunktionen fir die allgemeine Normalverteilung ( , ) kann
mit Hilfe der Verteilungsfunktionen fur die standardisierte Normalverteilung

(0,1) berechnet werden.
Wenn ~ (, ),dannist ()= tb(;) wobei ® die Verteilungsfunktion
fur die standardisierte Normalverteilung, (0,1), ist.
~ ()
L ‘ ..........................
()= O=o(—)
+
Mit Hilfe dieser Formel und einer Tabelle flid kann man dieVerteilungs-
funktion fur alle Werte von , und berechnen(mit einer gewissen Préazision).
24
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Die Normalverteilung

(=)= O=o(—)

Tabellen fiir ® gibt es jedoch nur fiir positive Argumente. Mit Hilfe der Symmetrie
von N(0,1) gelingt jedoch auch die Berechnungfir negative Argumente. Man nutzt

ausdassN(0, 1) symmetrisch um Null ist:

Die rot markiertenFlachen
haben die gleiche GréRe
(Symmetrie). Damit folgt:

P(- )=1-®()

Die Berechnung vor® fiir
negative Argumente ist
damit moglich.

www.matstat.org

25
Die Normalverteilung
Wahrscheinlichkeit, dass eine normalverteilte Zufallsvariable zwischen
den reellen Zahlen und landet:
bh— _
Pla< X <b)=Fy(b) — Fx(a) = ® ( “) ) (a ”)
a a
| |
gilt allgemein gilt nur fir Normalverteilung
)
26
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Die Normalverteilung
Beispiele Berechnung von fur beliebige und

a ~ (,) ~ (3,2) suche: ( =17

(<= @@= CD(#)Z d-1)=1-d(1)=1-0841=301587
b) ~ (.,) ~ (2,1) suche: (1< <3)7?
1< <3)= @- @@= q><3;12) - q><1%2) = o(1) - ®(-1)

o) -[1-PD)]=2-P(1)-1=2-0841-31=068 3

Teil b) hat nach der Wahrscheinlichkeit gefragt, dass zwischen - und
+ liegt. Diese Wahrscheinlichkeitistalse= 6 8 % Si ehe néachst g

www.matstat.org
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Die Normalverteilung
Wahrscheinlichkeit dass zwischen - und + liegt:
(- < = +)= (+)- (-
+ - - -
= o(——)-o(—)
=d@Q)- (-1 = ... =68 %
Wenn ~ (, ), dannist die Wahrscheinlichkeit, dass zwischen
- und + liegt ungeféar 68%.
Mit derselben Methode erhalt man:
(-2 < € +2)=95%
(-3 < € +3)=99 %
www.matstat.o g
28
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Nomatfordeining
s=3e

Normalverteilung “ 68%
3 uto
Plp—o<X<p+o) ~ 68%
Plp—2-0<X<pu+2-0) = 95% & 39
Plp—3-c<X<pu+3-0) = 99.7% )
95% ) 99.7%
nt2c i pnE 30

i)
[

29

Die Normalverteilung
Beispiel: Eine Zufallsvariable ist normalverteilt mit = 3 und Varianz4.

a) Berechne die Wahrscheinlichkeit dass kleiner als 1 ist.Skizziere das Resultat.

X ~ N(3,2) U 2. Parameter ist Standardabweichuny

P@XgU:J&U):@(lgg):@FU:I—@U):]—&MB:ﬂJ%T

b) Berechne die Wahrscheinlichkeit dass zwischen 1 und 5 liegt. Skizze!

Plu—o<X<p+o)=P(l<X<5)~68%

Normalfordeining Normalfordeining
w=3e=2 =301

. b) =

0

a)

0.00
4
a

: www.matstat.org

30
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Die Normalverteilung

Quantiler fiir die standardisierte Normalverteilung, (0,1)
Definition fur Quantile ( )=1-

Die Quantile fir (0,1) werden oftals  bezeichnet

Standardisierte Normalverteilung
u=00=1

( )=1- allgemein
=7 o( )=1- far (0,1)
B
31
Die Normalverteilung
Die Quantile fir ( , ) sind tabelliert:
S
Quantile fur (0,1)
a | 0.0005 0.001 0.005 0.01@ 0.05 0.10
Aa | 329 309 258 233\106 /164 1.28
www.matstat.org
32
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Die Normalverteilung

Die Quantile fiir die standardisierte Normalverteilung (0,1)

Oft wird auch T, als Argument gebraucht, d.h. wir ersetzeamit T, :

Standardisierte Normalverteilung
n=0,0=1

o( ,)=1- T,

=005~ gp25
kommt oft vor!
0025 196

0.0

33

Die Normalverteilung

Wabhrsch., dass eine ( , ) -Variablezwischen- tund+ 1 landet:

(_ S S 2):q3( 2)-q9(- z)qu( 2)_[1_(1)( 2)]

=2.0( 2)—1:2-[1—51—1:1—

) ~ (0,1)

(_ PR 2)=1_

Dieses wichtige Resultat wird spéater
fur Intervallschatzungen gebraucht!

www.matstat.org
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Lineartransformation von normalverteilten
Zufallsvariablen

= -+ Lineartransformation

Wiederholung Lineartransformation (siehe VorlesungF3):

E(a-X+b) = a E(X)+b=a-p+b = ()
Vie-X+b) = a®-V(X)=a* 0" 2= ()
Allgemein gilt dass ( )= - + und ()= |- .Damit wird aber

noch nichts uber die Verteilung von ausgesagtFir die Normalverteilung
gilt eine Besonderheit Wenn normalverteilt ist, dann ist auch die linear
transformierte Variable normalverteilt :

Wenn ~ (,)
und = - + mit ,
danngilt ~ ( - + | |- )

www.matstat.org

35
Summe und Differenz von
Zufallsvariablen

Erwartungswert und Varianz
E{(a-X+b-Y) = a-E(X)+b E(Y) ’;
Vie-X+0-Y) = & V(X)+b6-V(V)+2ab-C(X,Y)

a? V(X)+b-V(Y) wenn , unabhéngig( = 0)
Kovarianz ( , )= [( = )-( = )]
Wenn = und =&
VX +Y)=V(X)+V(Y) Nurwenn , unabhangig'also ( , )=0
VX -Y)=V(X)+V(Y) Beachte das Pll;S in der Gleichung!

(=-1 =1)
www.matstat.org
36
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Summe und Differenz von
Zufallsvariablen

Fir mehrere Summandengilt:

Diese Gleichung fiir den Erwartungswert gilt

E (Z Xi) - Z E(X:) allgemein.

i y . Diese Gleichung fiir Varianzen gilt nur wenn alle
4 (Z Xi) = Z V(Xi) paarweise unabhangig sind!

A Der Erwartungswert einer Summeist also gleich der Summeder
Erwartungswerte.

A Wenn alle Zufallsvariablen paarweise unabhangig sind, dann ist
auchdie Varianzeiner Summergleich der Summeder Varianzen

www.matstat.org

37

Summe/Differenz zweier unabhangiger
normalverteilter Zufallsvariablen

Sei X~N [Nu:a 0:1:) - F;(X) = [ V(X) -
Y~N (.f*"yaf"y) - E(Y) = Hy V(Y) -7

unabhéngig
E(X+Y)=ps+py och E(X —Y) = iy — 1y

VIX+Y)=V(X)+V(Y)=0l+0, DX +Y)=,/o2+02
VIX=Y)=V(X)+V(Y)=0i+0, DX-Y)=,/02+02

Summen / Differenzenzweier unabhangigernormalverteilter Zufalls-
variablen sind ebenfalls normalverteilt, mit Erwartungswert i £ piy

und Standardabweichung  /,2 4 ;2
T ]
XY ~N (,ux . /02 + 65)

www.matstat.org

immer” pl us”
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Summe mehrerer unabhangiger
normalverteilter Zufallsvariablen

Sei ~ (,) =12,..,

A unabhéngigenormalverteilte Zufallsvariablen mit gleichen
Erwartungswerten und gleichen Varianzen

n

E(ZX.,) = ZE(X.,;)=Z,‘;5=TL',U

i=1

n

i=1

NG

J
—
gk

=
Se——

1]

www.matstat.org

Vv X = . V(X)) = 2_ .. 4% « Die mussen
(Z ) ; (%) ZU 7 unabhéangig sein!

39

Summe mehrerer unabhangiger
normalverteilter Zufallsvariablen

Sei ~ (,) =12,..,

A unabhéngigenormalverteilte Zufallsvariablen mit gleichen
Erwartungswerten und gleichen Varianzen

werden addiert:

~ (,) =1,2,..., unabhéngig

— ZX{NJV(?L',UJ.\/H’O')

www.matstat.org

Summen und Differenzen mehrerer unabhangiger normalverteilter
Zufallsvariablen mit gleichen Erwartungswerten und gleichen
Varianzen sind auch normalverteilt ; Erwartungswerte und Varianzen

40
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Mittelwert mehrerer unabhéngiger
normalverteilter Zufallsvariablen

unabhé&ngige normalverteilte

- G =12, Zufallsvariablen, gleiche ,
Sei § = ZX'i — FE(S)=n-p och V(§)=n-0% (siehe oben)
i=1
E(X) = E 1-3 —E’E():f»n-,u:,u
n n 1
N 1 1 1 .  0F
V(X) = E/(; S)fg V(9)7ﬂ2 ﬂ(]'fr”
a

vn - 1 & a
— X——z;XimN(,u,ﬁ)

T

Die Standardabweichungn flr ist kleiner als fiir ein einzelnes - wichtig

fur Messungen !
www.matstat.org
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Mehr Messwerte ( ) —» schmalare
Verteilung ftr
Dichtefunktion fir den Durchschnitt ()
=1
o -1 o
=16 '
=
()
=7 SEM= Sandard Error
of the Meart’
www.matstat.org
42
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Beispiel: Verteilung fur

Beispiel: Ein Messfehlerist normalverteilt mit (0,1 (. Wie grof3 ist

die Wahrscheinlichkeit, dass sich der Fehler bei einer aktuellen
Messungin den Grenzen(- 3, 3) halt?

P(-3< X £3) = Fu(3) — Fu(—3)

() - ()

= $(0.3) — B(—0.3) = 2- B(0.3) — 1 ~ 0.236

Die Wahrscheinlichkeiten ist ca. 24% dass sich der Messfehler in den
Grenzen-3 und 3 halt.

www.matstat.org
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Beispiel: Verteilung flr

Beispiel: Ein Messfehlerist normalverteilt mit (0,1 §. Wie grof3 ist

die Wahrscheinlichkeit, dass sich der Mittelwert des Fehlers bei 25
Messungenin den Grenzen(- 3,3) halt?

_ 10
X ~ N(0,10 X~N[0,— | ~N(0,2
(0.10) f( \/75) N(0.2)

P(-3< X <3)=F,(3)— F,(-3)

(55 (25

2
= $(1.5) — (—1.5) = 2- B(1.5) — 1 ~ 0.866

Die Wahrscheinlichkeit ist87% dass sich deMittelwert des Fehlersin
den Grenzen3 und 3 hélt. Viel besser!

www.matstat.org
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Der zentrale Grenzwertsatz (ZGS)
( Central Limit Theorem, CLT)

Wir haben gesehen: Summen/Mittelwerte von normalverteilten Zufallsvariablen
sind ebenfallsnormalverteilt .

ZGS AuchSummen/Mittelwerte von beliebig verteilten Zufallsvariablen
sind normalverteilt, wenn diese

A alle die gleiche Verteilung haben
A unabhangig sind
A viele sind (Limit - )

X; ~iid. (p,0) i=12,....n pu=FEX) o=D(X)

n
s AN (1. — AsN bedeutet "asy
— ZlX"‘ Abh(n pav/n 0) nor mal ver tisauthtok ,
i

_ 1 T o
— S Do AN (=
X " ;X? As] (p ﬁ)

www.matstat.org
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Der zentrale Grenzwertsatz (ZGS)
( Central Limit Theorem, CLT)
X; ~idd. (o) i=12,....n pu=FEX) oc=DX)
n
— ZX, ~ AsN (n : ,u,\/ﬁ»cr)
i=1
1o a
{ — — s~ AsN ,—
—) X . ;Xi_ As] (,u_ \/ﬁ)
Summenund Mittelwerte der Zufallsvariablen  sind ungefahr normal-
verteilt, ungeachtetder Art der Verteilung fur die , wenn nur die Anzahl
der Komponenten grof3 genugist. Darliberhinaus gilt der ZGSungefahr
selbstwenn die  nicht exakt die gleiche Verteilung haben oder schwach
abhangigsind!
www.matstat.org
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Der zentrale Grenzwertsatz (ZGS)

Beispiel: mehrere ( ) Wiirfel, Verteilung fir die Summe der Augenzahlen

=1 =2 sieheF2: zwei Wiirfel
3 i1 5 6

6 2 3 4 6 7 8 9 10 11 12

s S ——
C i TR P

=5 =10 = Anzahl der Wiirfel
- (dessen Augenzahlen

.Hl

10 15

H H addiert werden)
M”H! H ““‘M, www.matstat.org

Je groRRer wird, desto mehr &hnelt die Verteilung der Summeer
Normalverteilung.

47
Verteilung des Mittelwertes und dessen
Standardisierung
lz ~ oder 2GS => X, ~ N (p, =
n v n Hey \/ﬁ
Zur Erinnerung: Eine Zufallsvariable wird standardisert indem man dessen
Mittelwert subtrahiert und dann durch dessen Standardabweichungteilt. Die
resultierende Zufallsvariable hat dann den Erwartungswert 0 und die Standard
abweichung1l.
X, —p Diese Variable ist N(0,1jverteilt
= g/ﬁ ~ N0, 1) ("standamdl verteil
www.matstat.org
48
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Summe und Differenz von Mittelwerten

o0 Wir haben gesehen, dass der Mittelwert mehrerer normalverteilter
Zufallsvariablen (mit gleichen Erwartungswerten und mit gleichen
Standardabweichungen ) auchnormalverteilt ist.

o Daruberhinaus ist der Mittelwert von beliebig verteilten Zufallsvariablen
(mit gleichen Erwartungswerten und mit gleichen Standardab
weichungen ) ebenfalls (ungeféhr) normalverteilt, wenn nur die Anzahl
der Komponentengrof3 genugist (ZGS)

. = . ox
X, ~N(pux,ox) oder ZGS = X ~ N (;.LX, )
Vix ZGS-= Zentraler

B o Grenzwertsatz
Y; ~ N (uy,oy) oder ZGS =— Y ~ N (.U-‘r'v %)
=

Aufgrund der Regeln fiir Summen normalverteilter Zufallsvariablen folgt:

49
Summe und Differenz von Mittelwerten
Beispiel: Die unabhangigen Zufallsvariablen ;und , seien beideN(1, 2).
Gib die Verteilung fiir den Durchschnitt = % an!
- X X 1 1
E(X) = E [%} =5 [B(X1) + E(Xy)] =5 - [1+1] =1
. 1 1
V(X) =V {Xl ;XZ] =7 {V(){l) +V(Xo) = 1 [4+4]| =2
D(X) = V2
— X~ N (l‘ \/2)
Dies stimmt mit der allgemeinen Formel Uberein (fur = 2):
_ 1 — a 2
= — ~N , —= _— = — =
X n;X‘ (p., ﬁ) 7T V2
www.matstat.org
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Zusammenfassung: Verteilung von
Summen und Mittelwerten

X~ N(p,0o) X; beliebig verteilt mit u, o

Y=Y",X |Y~Nm-pvno)vn|Y~N(n-pyn-o)n-oo

X=1ym" X,| X~N (u, %) Vn X~N (H, %) n — 00
gilt exakt gilt asymptotisch

uwe.menzel@matstat.org
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Summe und Differenz -verteilter Zufallsvariablen
Beispiel Bauelemente haben eine ungefahr normalverteilte Lange
(2 5/0.4). Man legt 20 zufallig ausgewahlite Bauelementeohne Fugen
zusammen Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dassderen Gesamtlange
505 cm ubersteigt ?
20
X;~N(25,v04) Y= X, gesucht P(Y > 3505)
i=1
Y~ N (2025720 V0.4)
Y o~ N (500,V8)
P(Y >505)=1—P(Y <505) = 1—Fy(505)=1—® (M)
V8
= 1—®(1.77) =1—-0.9616 = 0.0384
www.matstat.org
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Beispiel, Fortsetzung Man legt zwei Reihenmit je 40 Bauelementenaus. Wie
grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Unterschied zwischen den Langen
beider Reihen10 cm Uibersteigt ?

X;~N(25,+/04) Reihel: ; Reihe2: ,

40
Ri=3YXi = R ~N(40-25,VA0-v04) dh Ry~ N (1000,4)
i=1
Das gleiche fiir Reih@ ... 2 ~ N (1000,4)
=> R, — Ry~ N (0,\/3_2)
Gesucht: P (|Ry — Rz| > 10) Beachte das Absolutzeicheh

PRy —Ro|>10) = 1-P(|Ri —Ro|<10)=1— P(—10 < R, — R < 10)
= 1- [FRL*HZ(lﬂ) - FHI*HQ(ilo)}
10—-0 -10-0
= 1-|® - ¢
[ (\/E) ( 32 )}
14+ ®(—1.77) — B(L77) = 1 + 1 — ®(1.77) — B(1.77)
= 2-2.-9(1.77) =2 —-2-0.9616 = 0.0768

www.matstat.org
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Mittelwert von -verteilten Zufallsvariablen
Beispiel: Bei einer Messungkann angenommenwerden, dassdie erhaltenen
Werte normalverteilt mit Erwartungswert 28.0 und Standardabweichung
0.25 sind. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit dassein Messwert zwischen
iegt ?
275und 285 liegt * X, ~ N (28,0.25)
P(275 < X; <285) = Fy (285)— Fx (27.5) = @ (28'5 — 28'0) —¢ (27'5 — 28'0)
0.25 0.25

= P(2)—P(-2)=B(2) —[1—P(2)] =2-P(2) -1

= 0.954
Beispiel, Fortsetzung Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit dassder arithmetische
Mittelwert von vier unabh&ngigemMesswertenim selbenintervall liegt ?

X, ~ N (28,0.125)
28.5 — 28.0 27.5 — 28.0

P (275 < Xy <285) = Fy,(285) — Fg,(275) = ( 010 ) - ( 015 )

= B4) —B(-4)=D(4) —[1—B(4)] =2-B(4) - 1

= 0.99994

www.matstat.org
54

2020-03-01

27



Normalverteilung

Beispiel: Eine Zufallsvariable sei standardnormalverteilt. Berechne:
~ (0,1)

( £182= ( <182= (182=®(182=09656
b) ( £-035=®(-035=1-P035=1-063 6803632

¢) (-12< < 05)= ®(05)- B(-12) = B(05) - [1- B(12)]
= ®(05) -1+ $(12)=06 9 1-51+ 0.8 8 4=90.5 7 6 4
d) ( > )=005 Suche:
( >)=1- (<)=1- ()=1-9()=005
-®()=095- =164  (Tabelle)
e) (| | < )=09 5 Suche:
(1<)= ¢ < =+)=00)-0C)=0()-[1- ()]
=2.®()-1=095-®()=0975. =196 gg25

55
Normalverteilung
Beispiel: Eine Zufallsvariable  sei standard-normalverteilt. Fir eine
andere Zufallsvariable  gilt: = 3. + 2. Berechne Erwartungswert,
Varianzund Standardabweichungfir die Zufallsvariable !
()=0; (H)=1 gegeben
L6sung
()= @ +2)=3- ()+2=2
V()= @3- +2)=3. ()=9
( ): / ( = \/5: 3
www.matstat.org
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Normalverteilung

Beispiel Eine Zufallsvariable sei normalverteilt mit ~ (5,2)
Berechne die folgenden Wahrscheinlichkeiten:

A (<627 ( <6: (6)=¢<¥)=¢(o.5)=o.6915
b) (18< <72)?

(18< <72)= (18< <72= (72- (18

= ¢<7'22_ 5) - q><1'82_ 5) = ®(11) - d(-16) = B(L1) - [1- B(16)]
= ®(11)- 1+ ®(16) = 08 6 4-3L+ 09 4 55208 0 9 5

) (

IN

)= 0.0 5 Suche:

_5 H
)= ():tb( ):0.05 Wert 0.05 nicht

( 2 benutze®d(- )=1- ®( )

IN

_ 5-
q)<5 ): 095 Tabelle -~ ——=164f tart ®(16 3= 095
L =5-2.164 172

n

d 4
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