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Punktskattningen räcker ofta inte
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Alla tre stickprov ger samma punktskattning för medelvärdet (‘z σ) men
med varierande säkerhet (medelfelet för skattningen ligger mellan 0.46 och
0.059). En punktskattning tillhandahåller ingen information om sin precision
ochär därför ofta inte tillräckligt bra.

www.matstat.org
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Konfidensintervall för en skattning

ÅEtt enda värde beskriver skattningen för en fördelningsparameter —ofta inte 
tillräckligt bra. 

Ådet är bättre att ange ett intervall vars bredd beskriver osäkerheten i 
skattningen. 

ÅEtt så kallad konfidensintervall omfattar med en viss sannolikhet parametern 
som ska skattas.

ÅMer exakt: Ett intervall Ὅsom med sannolikheten ρ  täcker över den sökta 
ÆĘÒÄÅÌÎÉÎÇÓÐÁÒÁÍÅὶὲ—kallas ett konfidensintervall (KI) för —med 
konfidensgraden ρ Ȣ

Åtypiskt:  πȢπυO  ËÏÎÆÉÄÅÎÓÇÒÁÄ πȢωυ ᴼ  ȱωυϷ ËÏÎÆÉÄÅÎÓÉÎÔÅÒÖÁÌÌȱ

Ὅ Ὅ

Utgående från ett stickprov vill vi hitta ett intervall som med 95% 
sannolikhet omfattar det sanna värdet — ωυϷËÏÎÆÉÄÅÎÓÉÎÔÅÒÖÁÌÌ+)

www.matstat.org

Konfidensintervall för skattning av ‘i en 
normalfördelning ὔ‘ȟ„

punktskattning för ‘iὔ‘ȟ„

Kom ihåg att skattningen uppfattas som en slumpvariabel. 

fördelning för denna skattning

standardiserad

Stickprov: där ὢͯὔ‘ȟ„

www.matstat.org
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Referensvariabel:

Å är känd så nära som på parametern vi vill skatta [  här: ‘]
Å dess fördelning är helt känd, inga okända parametrar ingår [ här: ὔπȟρ ]

Kom ihåg (föreläsning F5): Omὤär en ὔπȟρ-fördelad slumpvariabel så gäller :

‗ϳ= kvantil för standardiserad normalfördelning , ὔπȟρ) 

om

KI för skattning av ‘i ὔ‘ȟ„
Fall 1: „känd

www.matstat.org

Om „är känd är detta en så kallad referensvariabel
(pivotvariabel). 
(OBS: en ὔπȟρ - variabel betecknas ofta med Z)

‗ϳ= kvantil för standardiserad 

normalfördelning ὔπȟρ

Repetition

ὢͯὔ‘ȟ„ [ eller ungefär så  pga. Centrala Gränsvärdessatsen, CGS ]

Ὢ ὼ ὤͯ ὔπȟρ

‗‗


ς


ς

ρ 
(pga. symmetri)

www.matstat.org
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Steg 1: För att hitta ett konfidensintervall (KI) stängs referensvariabeln 
in mellan kvantilerna för dess fördelning:

KI för skattning av ‘i ὔ‘ȟ„
Fall 1: ʎkänd

ὢͯὔ‘ȟ„ eller ungefär så (CGS)

ὔπȟρ - fördelad

‗ϳ= kvantil för ὔπȟρ

www.matstat.org

KI för skattning av ‘iὔ‘ȟ„
Fall 1: „känd

Steg 2: Argumentet för ὖȣ omformas så länge tills vi har stängt in 
parametern vi vill skatta mellan kända storheter O ὖȣ ‘ Ễ

ὢͯὔ‘ȟ„ eller ungefär så (CGS)

www.matstat.org

vänd om
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Detta betyder: Slh:en att ‘ligger mellan Ӷὼ ‗ϳɇ och Ӷὼ ‗ϳɇ är ρ . 

Det är precis vad vi ville ha! De numeriska värdena av dessa gränser är kända om 
standardavvikelsen „är känd. Konfidensintervallet är alltså:

Om t.ex.  πȢπυblir det alltså en KI med konfidensgrad 0.95  
(95% konfidensintervall):

KI för skattning av ‘i ὔ‘ȟ„
Fall 1: „känd

KI för ‘i ὔ‘ȟ„med konfidensgrad ρ
 när „är känd.

www.matstat.org

‘

Slh.:en att dessa intervallgränser omfattar det sanna värdet ‘är 95 %. 

) ȱÄÅÔ ÌâÎÇÁ ÌÏÐÐÅÔȱ ÎßÒ ÍâÎÇÁ ÓÔÉÃËÐÒÏÖ ÔÁÓ  ÏÍÆÁÔÔÁÒ 95 av 100 beräknade 
konfidensintervaller den sanna parametern.

Tolkning av konfidensintervall

95% KI för ‘Låt  πȢπυ

www.matstat.org
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Allmän metod för att härleda ett KI

1. Hitta en referensvariabel

2. Stäng in referensvariabeln mellan kvantilgränserna 

3. Stäng in parametern som ska skattas mellan kända storheter genom 
att omforma i parantesen ὖȣ

Det sanna väntevärdet ‘omfattas alltså med sannolikhet ρ av:

KI för ‘med konfidensgrad ρ 

1)

2)

3)

gäller för en ὔπȟρ- variabel

referensvariabel om „
är känd

efter omformning

Konfidensintervallets bredd

Blir ὲ större, så förminskas bredden av konfidensintervallet . Detta är
önskningsvärt (högre precision), men det blir troligtvis också dyrare (att
samla in fler mätvärden). Vi kan kräva att KI:et inte ska vara bredare än ett
visst värde ὦ, och därifrån bestämma hur stort stickprovet måste vara.
Omformning avovanståendeformel (där vi slår fastὦ ὦ ger:

bredden av KI:et för ‘i ὔ‘ȟ„ när „
är känd; konfidensgrad ρ 

‗ϳ bestäms genom val av 

„känd enligt vart antagande
ὦ slås fast enligt önskan

www.matstat.org
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n_b0.R

Konfidensintervallets bredd

För att förminska ὦmåste 
ὲförhöjas starkt.

ὦ förminskas

www.matstat.org

Sammanfattning

I samband med härledningen av ett konfidensintervall för ‘hade vi:

o använt ὢsom punktskattning för ‘

o skrivit ner vilken fördelning ὢhar

o hittat en referensvariabel 

o stängt in referensvariabeln mellan respektive kvantiler

o omformat i parentesen ὖȣ för att stänga in parametern som ska 
skattas mellan kända storheter

KI för ‘med konfidensgrad ρ , 
„antas vara känd 
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Allmän metod för att härleda ett 
konfidensintervall

OBS!:  Detta är redan det grundläggande som behövs för att härleda 
konfidensintervaller. Det finns dock många olika situationer:

Å„kan vara okänd (och så är det också oftast)

Å en annan fördelning än normalfördelning kan föreligga

ÅȣȢ

&ÌÅÒÁ ÏÌÉËÁ ÓâÄÁÎÁ ÓÉÔÕÁÔÉÏÎÅÒ ÓËÁ ÎÕ ÄÉÓËÕÔÅÒÁÓ ᴼ

www.matstat.org

1. Hitta en referensvariabel

2. Stäng in referensvariabeln mellan kvantilgränserna 

3. Stäng in parametern som ska skattas mellan kända storheter genom 
att omforma i parentesen ὖȣ

fördelning för skattning för ‘

Detta är inte någon referensvariabel för att „är okänt. (Vi vill skatta ‘, alltså 
får bara ‘vara den enda okända storheten i uttrycket). Om ὲär stor kan dock 
„approximeras med ί(ίär ju en konsistent skattning för „, dvs. ίligger med 
stor sannolikhet nära „, se föreläsning F8ȟ ȱ0ÕÎËÔÓËÁÔÔÎÉÎÇȱ ȡ

ᴼ   !ÌÌÍßÎ ÍÅÔÏÄ ÆĘÒ ÁÔÔ ÈßÒÌÅÄÁ ÅÔÔ ËÏÎÆÉÄÅÎÓÉÎÔÅÒÖÁÌÌ ȡ

„ᴼί Referensvariabel ὲ σπ

KI för skattning av µ i ὔ‘ȟ„
Fall 2: ʎokänd, stort stickprov

ὢͯὔ‘ȟ„ eller CGS

www.matstat.org
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KI för ‘i ὔ‘ȟ„med konfidensgrad ρ 
när „är okänd men stickprovet (ὲ) är stort.

I = punktskattning   ± kvantil  ·  medelfel

ὲ σπ

KI för skattning av ‘i ὔ‘ȟ„
Fall 2: ʎokänd, stort stickprov

ὢͯὔ‘ȟ„ eller CGS1. Hitta en referensvariabel

2. Stäng in referensvariabeln mellan kvantilgränserna 

3. Stäng in parametern som ska skattas mellan kända storheter genom 
att omforma i parantesen ὖȣ

Exempel: stickprovet:   ὲ σς Ӷὼ τςςυπί ρφτ

sökes: 95% KI för ‘

 πȢπυO ‗ ‗Ȣ ρȢωφ

Ὅ τςςυπρȢωφɇ
φρτ

σς
τςςυπςρς τςπσπȠτςτχπ

ὲ σρalltså   „ᴼί

Detta är inte någon referensvariabel för att „är okänt. Stickprovet är inte
heller stort såatt„kan inte ersättasmedί. Istället förändras fördelningen.
Om ὲär liten och vi ersätter „ᴼίändras fördelningen till 3ÔÕÄÅÎÔȭÓt-
fördelning (härledning: seappendixet)

Argumentet för ὸ-fördelningen (här: ὲ ρ) kallas ȱfrihetsgraderȱ. 3ÔÕÄÅÎÔȭÓὸ-
fördelning liknar normalfördelningen men är något bredare, vilket återspeglar
den större osäkerheten(vi har ju en sämre approximering av„genomίomὲär
liten) . Ju större ὲ blir, desto smalare blir ὸ-fördelningen (större stickprov
ȱÂÅÌĘÎÁÓȱåterigenmed större precision vid skattningen).

KI för skattning av ‘i ὔ‘ȟ„
Fall 3: „okänd, litet stickprov

fördelning för skattning för ‘

referensvariabel
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3ÔÕÄÅÎÔȭÓ  ὸ-fördelning

täthetsfunktion
’= antalet frihetsgrader

ὔπȟρ

ὸρ

ὸς

ὸυ

Ὢ ὼ

Täthetsfunktion för ὸ-fördelningen för olika frihetsgrader, jämförelse 
mÅÄὔπȟρ

www.matstat.org

Kvantiler för ὸ-fördelningen

OBS!: Kvantilerna för ὸberor på antalet frihetsgrader (Ὢ)

πȢπςυπȢπςυ

ὸȢ ὪὸȢ Ὢ ὸȢ Ὢ
0

ὢͯὸὪ
Ὢ ὼ

(symmetriskt runt 0)

4ßÔÈÅÔÓÆÕÎËÔÉÏÎ ÆĘÒ 3ÔÕÄÅÎÔȭÓ ὸ

www.matstat.org
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21

Kvantiler för 
ὸ-fördelningen

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

1.94

0.05

0

T, df=6

ὸ-fördelningen är något bredare än ὔ, men 
ju större n desto mer liknar de varandra
(se sista raden i tabellen)

Ὢ φ

www.matstat.org

KI för skattning av ‘i ὔ‘ȟ„
Fall 3: „okänd, litet stickprov

referensvariabel ὢͯὔ‘ȟ„

KI för ‘i ὔ‘ȟ„med konfidensgrad 
ρ när „är okänd och stickprovet 
(ὲ) är litet.

www.matstat.org

1. Hitta en referensvariabel

2. Stäng in referensvariabeln mellan kvantilgränserna 

3. Stäng in parametern som ska skattas mellan kända storheter genom 
att omforma i parentesen ὖȣ
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KI för skattning av ‘i ὔ‘ȟ„
Fall 3: ʎokänd, litet stickprov

OBS!: Kom ihåg attὢͯὔ‘ȟ„ antogsför att härleda konfidensintervallet .
Pga. den Centrala Gränsvärdessatsenkan det räcka om variablerna ὢ är
bara ungefärnormalfördelade.

Vi får Ӷὼȟίȟὲfrån stickprovet och ὸϳ ὲ ρ ur en tabell.

www.matstat.org

I = punktskattning   ± kvantil  ·  medelfel

KI för skattning av ‘i ὔ‘ȟ„
Fall 3: ʎokänd, litet stickprov

Exempel:

www.matstat.org
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KI för skattning av Ў‘för två N-variabler
Fall 1: „ och „ kända

Två populationer, 2 stickprov: ὢ ὼȟὼȟỄȟὼ

ὣ ώȟώȟỄȟώ
2 populationer

Punktskattning för skillnaden Ў‘ ‘ ‘ mellan de två väntevärdena:

Ў‘z ὢ ὣ (väntevärdesriktig, konsistent)

www.matstat.org

Vi vet att: och

KI för skattning av Ў‘för två ὔ-variabler
Fall 1: „ och „ kända

KI för Ў‘mellan två normalfördelningar, 
konfidensgrad ρ , om  „ och „ kända

detta är en 
referensvariabelom 
„ och „ är kända

OBS!: Om ett KI för en differens mellan två väntevärden inte omfattar
nollpunkten, så vet man med ρ ɇρππϷ sannolikhet att väntevärdena i
de två populationerna verkligen skiljer sig. Om KI:et däremot omfattar 0, så
kan vi inte sägaom en skillnad finnsɀnoll är ju enmöjlig skillnad i såfall!

0 ὍЎ

www.matstat.org

1. Hitta en referensvariabel
2. Stäng in referensvariabeln mellan kvantilgränserna 
3. Stäng in parametern som ska skattas mellan kända storheter genom att 

omforma i parentesen ὖȣ
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KI för skattning av Ў‘för två ὔ-variabler
Fall 2: „ och „ okända men stora stickprov

detta är en referensvariabel för att ίoch 
ί är kända (och en bra approximation för 

„ÒÅÓÐ. „ , så att fördelningen inte ändrar sig)

ὈᴼὨ medelfelet

pga. konsistens av skattningen

KI för Ў‘mellan två normalfördelningar, 
konfidensgrad ρ ,  „ och „ okända men 
stora stickprov

ȱÔÕÍÒÅÇÌÅÒȱȟ ÉÂÌÁÎÄ ßÖÅÎ ÍÉÎÄÒÅ

www.matstat.org

1. Hitta en referensvariabel
2. Stäng in referensvariabeln mellan kvantilgränserna 
3. Stäng in parametern som ska skattas mellan kända storheter genom att 

omforma i parentesen ὖȣ

KI för skattning av Ў‘för två ὔ-variabler
Fall 2: „ och „ okända men stora stickprov

KI för Ў‘mellan två normalfördelningar, 
konfidensgrad ρ ,  „ och „ okända men 
stora stickprov

Ex1:  populationer A och B; ett stickprov från varje population har tagits: 

Resultat: ingen signifikant skillnad mellan väntevärdena på 99% 
konfidensnivå, konfidensintervallet innehåller ju nollan.

Ӷὼ ρφυȢπω ί φπȢωφ ὲ ςς

Ӷὼ ρυσȢρπ ί τσȢπψ ὲ σπ
givet Söker: 99% KI för skillnad 

mellan ‘ och ‘

www.matstat.org
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KI för skattning av Ў‘för två ὔ-variabler
Fall 2: „ och „ okända men stora stickprov

www.matstat.org

Ex2:  populationer A och B; ett stickprov från varje population har tagits: 

KI för skattning av Ў‘för två ὔ-variabler
Fall 3: „ och „ okända men lika(!), små stickprov

där två stickprov från 
olika populationer

där

punktskattning för Ў‘

Man kan visa att
(se appendix)

ὸ-fördelning med 
Ὢ ὲ ὲ ς

3ÔÉÃËÐÒÏÖÅÎ ßÒ ÓÍâ ᴼ ὸ-fördelning, som ovan, men med förändrat antal 
frihetsgrader

www.matstat.org

„ersätts med ȱÐÏÏÌÅÄ ÖÁÒÉÁÎÃÅȱ

medelfelet:
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KI för skattning av Ў‘för två ὔ-variabler
Fall 3: „ och „ okända men lika, små stickprov

referensvariabel

KI för Ў‘för två normalfördelningar, 
konfidensgrad ρ ,  „ och „ okända men 
lika, små stickprov

Jämförelse med stora stickprov (ὲȟ σπ):   ὸϳ Ὢ är större än ‗ϳ ᴼ

konfidensintervallet blir alltså bredare. Detta återspeglar faktumet att vi har 
större osäkerhet på grund av mindre stickprov. 

www.matstat.org

antalet frihetsgrader

KI för skattning av differens mellan medelvärden för 
två paradestickprov från ὔ

Grupp 1, före 70.4   80.1   65.8   66.7   74.3   72.1   70.9   85.4  89.3  90.4   78.9   77.0

Grupp 2, efter 70.9   65.8   66.7   74.3   87.2   89.3   93.4   82.1  74.1  70.9 

Skillnad mellan oberoende stickprov och stickprov i par:
o parade stickprov: två respektive värden tillhör varandra, de bildar ett par och 

är inte oberoende

person A B C D E F G H

före 78.1 66.9 74.3 72.5 90.9 78.3 68.4 72.5

efter 79.2 67.0 77.1 73.3 92.0 78.1 68.4 72.9

Oberoende stickprov:

Parade(icke oberoende) stickprov:

Blodsockerhalten hos en person efter behandlingen är icke oberoende av 
blodsockerhalten hos denna person före behandlingen. 

www.matstat.org

Exempel: Blodsockerhalt hos diabetespatienter före och efter en behandling:
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KI för skattning av differensen mellan medelvärden för 
två paradestickprov från N

person A B C D E F G H

före 78.1 66.9 74.3 72.5 90.9 78.3 68.4 72.5

efter 79.2 67.0 77.1 73.3 92.0 78.1 68.4 72.9

o Observationerna är inte oberoende, den ovan visade metoden för att
beräknaett KI för två oberoendegrupper kan alltså inte användas.

o Genom att samla parade observationer kan variansen som ingår i
beräkningen av ett KI förminskas jämfört med variansen för oberoende
stickprov, för att varianserna inom ett par (vertikalt i tabellen) är oftast
mindre än variansernamellan paren (horisontalt i tabellen).

o Vi måste fortfarande kräva att paren är oberoende av varandra (t .ex.
måsteperson A vara oberoendeav personB,osv.)

www.matstat.org

ᾀ

ᾀ

ᾀ

ᾀ

www.matstat.org

ᾀ

ᾀ

ᾀ

Idè: använd differenserna ᾀinom paren för att skatta Ў‘mellan båda 
grupperna.



2020-07-13

18

o alla observationer kommer från en normalfördelning

o det finns ensystematisk förskjutning Ў‘mellan populationerna ὢoch ὣ, som
bara täcks över av rent slumpmässigt (normalfördelad) brus

o samma varians inom grupperna, dvs. vi har „ i grupp ὢoch „ i grupp ὣ

o observationerna mellanparen måste vara oberoende

www.matstat.org
kovarians för X, Y

standardavvikelse för „ (okänt)

fördelning för medelvärdet av alla ὤ

beräknas

fördelning för allaὤ

systematisk förskjutningЎ‘
mellan båda grupper

Lite mer i appendixet!

Modell för KI för parade stickprov, antaganden

KI för Ў‘, paradestickprov

referensvariabel

KI för väntevärdenasdifferens för parade 
stickprov från ὔ, konfidensgrad ρ 

www.matstat.org

Detta problem känner vi redan till : skatta väntevärdet (här: Ў‘), för en
normalfördelad slumpvariabel (här:ὤ), med okänd standardavvikelse(här:
„) med hjälp av ett litet stickprov!
Respektivereferensvariabelär alltsåὸ-fördelad, för att„ är okänt:

1. Hitta en referensvariabel
2. Stäng in referensvariabeln mellan kvantilgränserna 
3. Stäng in parametern som ska skattas mellan kända storheter genom att 

omforma i parentesen ὖȣ
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KI för skattning av differens mellan medelvärden för 
två paradestickprov från ὔ

Exempel: två personer A och B utförde mätningar på 11 olika objekt, vi 
ÖÉÌÌ ÖÅÔÁ ÏÍ ÄÅ ÍßÔÅÒ ȱÓÙÓÔÅÍÁÔÉÓËÔ ÏÌÉËÁȱȡ

www.matstat.org

Det antas att mätningarna är observationer från ὔ‘ȟ„ resp. ὔ‘ Ў‘ȟ„ , 

där Ў‘är den systematiska skillnaden mellan grupperna. 

Fazit: Detfinns verkligen en signifikant skillnad på 95% konfidensnivå
(KI:et innehåller inte nollan).

KI för skattning av ὴi ὄὭὲὲȟὴ
(KI för skattning av en proportion)

fördelning för punktskattning ὴᶻför ὴ

förkortning

punktskattning för ὴ

Normalapproximation! Stickprovet måstevara stort om detta skavara befogat
(som t.ex. i en opinionsundersökning). Kom ihåg exemplet med myntkast för
att skattaὴ(föreläsning F8), där bara 10 kast inte gavnågotbra resultat!
Vi använder reglerna som gäller för linjärtransformation för normalförde-
ladeslumpvariabler (se föreläsningF5,ȱKontinuerligaÓÌÕÍÐÖÁÒÉÁÂÌÅÒȱᴼ

Åὼ= ÁÎÔÁÌÅÔ ȱÌÙÃËÁÄÅȱ "ÅÒÎÏÕÌÌÉ-försök
Åὲ= totala antalet Bernoulli-försök

från stickprovet
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KI för skattning av ὴi ὄὭὲὲȟὴ
(KI för skattning av en proportion)

förkortning

StandardavvikelsenὈapproximeras med medelfeletὨgenom att ersättaὴmed
skattningen för ὴ, alltså med ὴz ϳὼὲ. Detta kan göras för att skattningen är
väntevärdesriktigt ochkonsistent; och för att stickprovet (ὲ är stort :

ὴᴼὴz
ὼ

ὲ
ὈᴼὨ

referensvariabel

Standardisering ger: 

www.matstat.org

1. Hitta en referensvariabel
2. Stäng in referensvariabeln mellan kvantilgränserna 
3. Stäng in parametern som ska skattas mellan kända storheter genom att 

omforma i parentesen ὖȣ

KI för skattning av ὴi ὄὭὲὲȟὴ)
(KI för skattning av en proportion)

referensvariabel

KI för skattning av ὴin ὄὭὲὲȟὴ (skattning 
av en proportion). Stort stickprov krävs. 
Konfidensgrad ρ 
Punkskattning ᴜ kvantil ɇmedelfel

Exempel: Andel undermåliga komponenter som produceras i ett företag: ett
stickprov med 250 komponenter har tagits. Det visadesig att 42 av dem hadeen
för kort livslängd. Vi söker ett 95% KI för andelenfelaktiga komponenter:

punktskattning för andelen felaktiga komponenter

 πȢπυ‗ϳ ‗Ȣ ρȢωφ

www.matstat.org
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KI för skattning av ὴi ὄὭὲὲȟὴ
(KI för skattning av en proportion)

KI för skattning av proportion 

konfidensintervallets bredd

Om man bestämmer sig för en viss maximal bredd ὦ av KI:et måste man välja 
stickprovsstorleken därefter. Omformning ger:  

Vi känner dock inte ὴz. Omvi inte har någonuppfattning om ungefär hur stort ὴz
kan vara måstevi ȱÆĘÒsäkerhetsÓËÕÌÌȱta det största värdet för ὴzɇρ ὴz , som
är ϳ. (kolla med derivering) .Vi får:

www.matstat.org

Vill man förminska ὦmåste man förhöja stickprovsstorleken avsevärt: ὲͯὦ
(Vill man halvera ὦ så måste man fyrdubbla ὲ).

eller

KI för skattning av skillnaden mellan 2 proportioner
(skattning av Ўὴför två Bin)

o Data: 2 stickprov från 2 populationer :  ὼȟὼ  ÒÅÓÐȢ ÁÎÔÁÌÅÔ ȱÌÙÃËÁÄÅȱ 
o opinionsundersökning (Ja/Nej) på staden (ὼ) och på landet (ὼ)
o andel felaktiga komponenter i fabrik A (ὼ) och i fabrik B (ὼ)

Både ὲ ochὲ måste vara stora O normalapproximation:

punktskattningar för ὴ och ὴ

punktskattning för Ўὴ(väntevärdesriktig, konsistent)

www.matstat.org
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KI för skattning av skillnaden mellan 2 proportioner
(skattning av Ўὴför två Bin)

Standardavvikelsen Ὀapproximeras med medelfelet Ὠgenom att ersätta båda ὴ

med motsvarande skattning, alltså ὴᶻ Ὥ ρȟς . 

referensvariabelᴼ ȱÁÌÌÍßÎ ÍÅÔÏÄȱ

KI för skattning av skillnaden mellan två 
proportioner (Ўὴför två Bin). 
Båda stickprov måstevara stora. 
Konfidensgrad (ρ ).
Punkskattning kvantil ɇmedelfel

Ўὴ Ὀ

www.matstat.org

KI för skattning av ‘i Pέ‘

Stickprov:  ὼȟὼȟỄȟὼ  ÁÎÔÁÌÅÔ ÉÎÔÒßÆÆÁÄÅ ÈßÎÄÅÌÓÅÒ ȱÅÖÅÎÔÓȱ  É ὲ
observerade (lika stora) intervaller

KI för väntevärdet ‘i Poissonfördelningen. 
‘ ρυkrävs. Konfidensgrad ρ Ȣ
Punktskattning kvantil ɇmedelfel.

www.matstat.org

punktskattning (se tabell föreläsning F8) ὢͯὖέ‘

normalapproximation (föreläsning F7)

‘ ρυ(många händelser krävs i varje intervall)

fördelning för medelvärdet av ὲobservationer

referensvariabel
(om ‘i nämnaren ersätts med  
sin skattning ӶὼO  ÍÅÄÅÌÆÅÌ 
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KI för skattning av standardavvikelsen „i ὔ‘ȟ„

Stickprov oberoende

… ὲ ρ : chi-kvadrat-fördelning, för 
ὲ ρfrihetsgrader

eftersom

Detta är redan en referensvariabel(bara „okänt, som vi vill skatta). 

www.matstat.org

Om alla ὢhar samma fördelning                              och är oberoende, då gäller 
det allmänt att:

OBS!: Chi-kvadrat-fördelningen är icke symmetrisk!

1. Hitta en referensvariabel
2. Stäng in referensvariabeln mellan kvantilgränserna 
3. Stäng in parametern som ska skattas mellan kända storheter genom att 

omforma i parentesen ὖȣ

KI för skattning av standardavvikelsen „i ὔ‘ȟ„

OBS!:chi-kvadrat-fördelningen är icke symmetrisk: 

chisquare_plot.R

ρ 

www.matstat.org
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KI för skattning av standardavvikelsen „i ὔ‘ȟ„

ÏÍÆÏÒÍÎÉÎÇ ȣ

Ὢ ὲ ρ

KI för skattning av variansen „ i en 
normalfördelning ὔ‘ȟ„

KI för skattning av standardavvikelsen „i 
en normalfördelning ὔ‘ȟ„

www.matstat.org

ρ 

KI för skattning av 
standardavvikelsen „i ὔ‘ȟ„

Exempel: stickprov

ί ρȢυφ; ὲ ρπfrån stickprovet

Söker: 95% KI för „

Ὢ ὲ ρ ω;     πȢπυ

Standardavvikelsen omfattasmed 95% sannolikhet av intervallet (1.07 ; 2.85).

tabelltabell

www.matstat.org
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…Ȣ ω ςȢχ

…Ȣ ω ρω

Vi hittar:

www.matstat.org

Ensidigt KI för skattning av ‘i ὔ‘ȟ„
ʎokänd, litet stickprov, begränsat till vänster

referensvariabel

Ὢ ὲ ρ

Det gäller att (se bild):

Efter omformning blir det:

Sannolikheten att ‘är större än 
detta uttryck är alltså ρ 


ρ 

quantile_plots.R

www.matstat.org
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Ensidigt KI för skattning av ‘i ὔ‘ȟ„
ʎokänd, litet stickprov, begränsat till vänster

Sannolikheten att ‘är större än 
detta uttryck är alltså ρ 

Det betyder att vi vet med ρ ɇρππϷsannolikhet att ‘är större än den 
undre konfidensgränsen.

Њ
(punktskattning , från stickprovet)

95% KI

Ensidigt KI för väntevärdet i ὔ‘ȟ„.
Konfidensgrad ρ 

www.matstat.org

Ensidigt KI för skattning av ‘i ὔ‘ȟ„
ʎokänd, litet stickprov, begränsat till höger

referensvariabel 

Ὢ ὲ ρ

Det gäller att (se bild):

Efter omformning blir det:

Sannolikheten att ‘är mindre än 
detta uttryck är alltså ρ 

 ρ 

www.matstat.org
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Ensidigt KI för skattning av ‘i ὔ‘ȟ„
ʎokänd, litet stickprov, begränsat till höger

Ensidigt KI för väntevärdet i ὔ‘ȟ„.
Konfidensgrad ρ 

Det betyder att vi vet med ρ ɇρππϷsannolikhet att ‘är mindre än den 
övre konfidensgränsen.

Њ

(punktskattning)

95% KI

Sannolikheten att ‘är mindre än 
detta uttryck är alltså ρ 

www.matstat.org

Appendix

Intervallskattning

Uwe Menzel, 2018

uwe.menzel@matstat.org

www.matstat.org
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Chi-kvadrat fördelningen

Detta gällerallmänt om ὢär oberoende, normalfördelade slumpvariabler
med standardavvikelsen „.

Ὢ ὼ ὢͯ… Ὢ

Ὢ ς

Ὢ τ

Ὢ φ

Ὢ ψ

Täthetsfunktion… för olika 
frihetsgrader.
Observationerna ὢmåste 
härstamma från en normalfördelning.

www.matstat.org

ὸ-fördelningen

ὸ-fördelning med ʉ ÆÒÉÈÅÔÓÇÒÁÄÅÒ

Om slumpvariablerna ὤoch ὡ har ovanstående fördelningar, så har 
följande kvot en så-kalladὸ-fördelning:

 3ÔÕÄÅÎÔȭÓ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉÏÎ 

Förutsättningar:    ὤͯ ὔπȟρ

ὡͯ… ’
måste vara oberoende

ὤ

ὡ
’

ͯὸ’

www.matstat.org
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3ÔÕÄÅÎÔȭÓ ὸ-fördelning

o ὤͯ ὔπȟρ standardiserad normalfördelning
o ὡ …ͯ ’ chi-kvadrat,  ’ Î ρ( frihetsgrader)
o Z och W oberoende

www.matstat.org

Slumpvariablernaὢmåste vara 
normalfördeladeochoberoende

Den vänstra sidan är ὸὲ ρɀfördelad, alltså måste detta också gälla 
för den högra sidan:

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

T

D
e
n

si
ty

0.025 0.025

0

Distribution Plot
T, df= 6

(bredare konfidensintervall när ὲliten och „okänt)

www.matstat.org

Referensvariabel:

Skattning av ‘för ὔ‘ȟ„ när „är okänd och ὲinte 
heller stor

oberoende




