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Alla tre stickprov ger samma punktskattning for medelvardet (‘o) men
med varierande sakerhet (medelfelet for skattningen ligger mellan 0.46 och
0.059). En punktskattning tillhandahaller ingen information om sin precision
ochar darfor ofta inte tillrackligt bra.




Konfidensintervall for en skattning

A Ett enda vardebeskriver skattningen for en férdelningsparameter—ofta inte
tillrackligt bra.

A det ar battre att ange ettintervall vars bredd beskriver osakerheteni
skattningen.

A Ett s& kalladkonfidensintervall omfattar med en viss sannolikhet parametern
som ska skattas.

A Mer exakt Ettintervall ‘O som med sannolikheten p | técker éver den sokta
AEEOAAIT 1T E1 &Qdlias extkdniidensintervall (KI) for —med
konfidensgraden p | 8

Atypiskt:| 1@t ET 1 EEAATOO @®RA Eiid EEAAT OET OA

O

1P|O:

Utg&endefran ett stickprov vill vi hitta ett intervall som med 95%
sannolikhet omfattar det sanna vardet— wu BT T £ZEAAT BT OA00O

www.matstat.org

Konfidensintervall for skattning av* i en
normalférdelning 0 * h,

Stickprov:  x = (z1,@2,...2,) dar ®x 0 ‘R
1 .
== Z X, =X punktskattning fér * i 0 * h,
n
i=1
Kom ihag att skattningen uppfattassom en slumpvariabel

X ~ N (p, 7 fordelning for denna skattning

Xf,u
CT/\/”(—1

~ N(0,1) standardiserad
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Kl for skattning av' i 0 ‘ h,
Fall 1:, kand

- o
X;~N(p,o) = X~N (;,L. —

Om,, ar kand ar detta en sa kalladeferensvariabel

X - 1 R
7 = ~ N(0,1 ) .
ol m (0,1) (pivotvariabel).
(OBSenl mip - variabel betecknas ofta medz)
Referensvariabel

A &r kand s& néra som pa parametern vi vilskatta [ har: ‘]
A dess fordelning &r helt kandjnga okéndaparametrar ingar [ har: 0 1ip ]

Kom ih&g(férelasning F5): Om&ar en() mip -férdelad slumpvariabel s géller :

P(=Xajp <Z<+Xyp2)=1—a| om Z~N(0,1)

j = kvantil f6r standardiserad normalférdelning , 0 Titp)

www.matstat.org

Repetition

&x 0 “h [eller ungefar s& pga. Centrala Gransvérdessatsen, CGS ]
P(=Aaj2 <Z < +Aa2) = @ (Aaj2) = B (“Xaj2) = @ (Aayjz) — [1— 2 (Aas2)]
=2-®(Ag2) —1=2-[1-0a/2-1=1-a

"Q(6) ¢ O mip

P(*)\ﬁjz < Z S +)\(_1/2) =1—«

— j =kvantil for standardiserad
(pga. symmetri) normalférdelning 0 Tifp
|

www.matstat.org
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Kl for skattning av* i0 * h,
Fall 1: A kand

©x 0 “h eller ungefar sa (CGS)

Steg 1 Foratt hitta ett konfidensintervall (KI) stangs referensvariabeln
in mellan kvantilerna for dessfordelning:

P(=Aapp<Z<4+XMaps)=1-a

X -
7z==""L N1
O'/\/ﬁ

X -
P (—/\a/g < L
IND

R/_/
O ip -fordelad

< +)\a/z) =l-a _j =kvantilfér 6 rip

www.matstat.org
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Kl for skattning av‘ i0 ‘ h,
Fall 1:, kéand

®x 0 *h, eller ungefar s& (CGS)

Steg 2 Argumentet for0 8 omformas s lange tills vi har stangt in

parametern vi vill skatta mellan kénda storhete® 0 8 * E

)_(7;.',
P(_/\a2<—§+)\(}2):1_(1 ‘U/ n

/ O—/ﬁ / v

a = g —

P /\n/z ﬁ<X*ﬂS+/\o/z \/_ =1—«a ‘*X
a = a
r _X_)\ry/'z'ﬁ<_}ug_x+An/2'ﬁ =l-a |-(=1)
— a a

P +/\u/z~ﬁ2,u>X )\n/z-ﬁ =1—« vand om

www.matstat.org
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Kl for skattning av' i0 ‘ h,
Fall 1:, kand

— a = a
P(X*/\Q/‘Q'ﬁ<|ugx+/\(}/2'ﬁ):lfﬁl

Detta betyder. Slh:en att' ligger mellanad _; ¢ v ochaf _; ¢ sarp |
Det &r precis vad vi ville ha! Deumeriska vardenaav dessa granser &kanda om
standardavvikelsen, &r kand. Konfidensintervallet ar alltsa:

g Kifor* io ‘h medkonfidensgrad p

L=+ Aajpa-—
! /2" n | nar, arkand.

Om t.ex| T8t Wlir det allts& en KI med konfidensgra.95
(95% konfidensintervall):

T a a

u:;i‘:t/\n.nza'ﬁ:;: ) \/ﬁ

www.matstat.org

Tolkning av konfidensintervall

2 _ a _ a
Lat|  m@tu fu:l‘i/\n.uza-ﬁ::I:i1.96-ﬁ 95% Kl fér *

Slh.:enatt dessa intervallgranser omfattar det sannaéardet* &r 95 %.

‘ /

Métning nr

1

2

3

)y 0AAO 1&1 CIAR O T IPDIAGA OO EFBEDION bérakOaded
konfidensintervaller den sanna parametern.
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Allman metod for att harleda ett Kl

1. Hitta enreferensvariabel
Sténgin referensvariabeln mellan kvantilgranserna

3. Stangin parametern som skaskattas mellan kanda storheter genom
att omforma i parantesenu (8 )

n

- a X—nu -
1) X~N|(p — ~ N{0,1 referensvariabelom,,
) (l \/ﬁ) = G'/\/ﬁ (0:1) ar kand

X—p e

2) Pl-Aup< <+Aa2 | =1—a gilerforen( Tip - variabel
a n

3) P{X-2) T o u< X4 7 1 efter omformnin

— Aa/2 " T — J a/fp—F/— | =1 —«
a/2 NG 2 /2 n 9

Det sannavantevardet‘ omfattas alltsamed sannolikhetp | av:

_ o)
I, =2+ )\a/z . ﬁ KIfor * medkonfidensgradp |

Konfidensintervallets bredd

a
[.“ —F+ /\0'/2 . 7)}
a
- /\a PR — T . i
i /2 N T I+ /\Q/Q n
. ; ’
b=2.\ .. bredden av Kl:et for' i0 * h, nar,
/2 vn ar kand; konfidensgradp |

Blir ¢ storre, sa forminskas bredden av konfidensintervallet. Detta &r
onskningsvart (hogre precision), men det blir troligtvis ocksa dyrare (att
samlain fler matvarden). Vi kan kréva att Kl:et inte ska vara bredare &n ett
visst varde &, och darifrdn bestamma hur stort stickprovet maste vara.
Omformning av ovanstiendeformel (dar vi slérfast®o & ger:

A 2 _j bestamsgenom val av

a/2° 0 N .

n=4.| —Lt=—— , kand enligt vart antagande
bo ® slas fast enligt 6nskan

www.matstat.org
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Konfidensintervallets bredd

Sample size vs. width

)\(1‘ : g
7 71)—4-(%)

For att forminska & maste
= ¢ forhojas starkt.

a0

G0

& @ forminskas

20

=T n_bO.R

02 0.4 0.6 08 1.0
b0
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Sammanfattning

| samband med harledningen av ett konfidensintervall féf hade vi:
0 anvantsom punktskattning for*

o skrivit ner vilken fordelning & har
o hittat en referensvariabel
o stangt in referensvariabeln mellan respektive kvantiler
o omformati parentesend 8 for att stinga in parametern som ska
skattas mellan k&nda storheter
B 1 n - - "
X=X X = XN (n ~ N(0,1)
i=1 of N
L
=> P(—)\a/2< L S+AQ/2) =1l—-a
NG
= P(X - e <p <X dapp =) =1
— Aaf2 T~ F = af2’ T — - -
}/Z \/ﬁ H 1/2 \/ﬁ
- a Kl for © medkonfidensgradp |
I, =7+ M\, — gradp ,
= 4 “2 , antas vara kand

202007-13



Allméan metod for att harleda ett
konfidensintervall

1. Hitta enreferensvariabel
2. Stang in referensvariabeln mellan kvantilgranserna

3. Sténg in parametern som ska skattas mellan k&nda storheter genom
att omforma i parenteseno (8 )

OBS: Detta &r redan det grundlaggande som behdvs for att harleda
konfidensintervaller. Det finns dock manga olika situationer:

A, kan vara okand (och s& &r det ocksé oftast)
A en annan férdelning &n normalférdelning kan féreligga
Asgs

&1 AOA T1EEA OaAAT A OEOOAOQEITAO OEA 1

www.matstat.org
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Kl for skattning av pio “ h,

Fall 2: A okénd, stort stickprov

Ox 0 ‘R ellerCGS

— o
* X ~ iv\r . .. . L. . P
H (#, _\/ﬁ> fordelning for skattning fér

X -y
O'/\/Tj

~ N(0,1)

=

Detta ar inte nagon referensvariabel foratt ,, ar okant. (Vi vill skatta“ , alltsa
far bara‘ vara den enda okénda storheten i uttrycket). Oré ar stor kan dock
» approximerasmedi (i &rju enkonsistent skattning for ,, , dvs.i ligger med
stor sannolikhet néra,, , se forelasningF8h0 @1 EOOEAOOT ET C6

X-p ‘
,0 1 = THNN(O,U Referensvariabel ¢ o1
N
o ri11 1T TAOGTA ZEO AOGO EROI AAA AO

www.matstat.org
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Kl for skattning av' i0 ‘ h,
Fall 2: A okand, stort stickprov

1. Hitta enreferensvariabel wx 0 “h ellerCGs

2. Stang in referensvariabeln mellan kvantilgranserna

3. Stang in parametern som ska skattas mellan kénda storheter genom
att omforma i parantesenu (8 )

I o Kifor* it ‘h medkonfidensgrad p |
B /2 N nar, arokand menstickprovet (£) &r stort.
A = € om

| = punktskattning + kvantil - medelfel

Exempet stickprovet: ¢ 0¢ of TgQUT pPpoOT
sobkes 95% Kilfor *

\ mruo _ -8 pBO @

¢ oopalltsa , O i

w opT
O TCQUPRE—— TCQULUUPC TCMFRTXT
VO ¢

~

Kl for skattning av' i0 ‘ h,
Fall 3:,, okand, litet stickprov

= o
= X ~ N | . -« L N
o (,lt, \/ﬁ) fordelning for skattning for
X-u
=N

— C"/\/ﬂ

Detta ar inte nagon referensvariabel for att , ar okant. Stickprovet ar inte
heller stort saatt ,, kan inte ersattasmed i . Istallet forandras fordelningen.

Om ¢ &r liten och vi ersétter , © i andras fordelningen till 3 OOA A1 08 ¢
fordelning (harledning: se appendixet)

X —pu
Ly t(n—1)  referensvariabel

— y
s/um

Argumentet for o-férdelningen (har: ¢  p) kallas &rihetsgraderd 3 OO A &1 O
fordelning liknar normalférdelningen men &ar nagot bredare, vilket aterspeglar
den storre osékerheten(vi har ju en samre approximering av,, genomi om & ar
liten). Ju storre € blir, desto smalare blir o-férdelningen (storre stickprov

6 A A1 Biferigehied stdrre precision vid skattningen).

202007-13



3 O 0 A hloénthg
Tathetsfunktion for o-férdelningen for olika frihetsgrader, jamforelse

mA A (1ip)

Q@) — 0 mip

v —(t w .
r“) (1 | ﬂ) =) tathetsfunktion

)= —2
1® vrI'(3) v ' = antalet frihetsgrader

www.matstat.org

Kvantiler for o-férdelningen
AROEAOOADT EOEG T AEO 300AAIL

W oQ

02
|

|
I
PO 0 -
0s (2 05 (Q s (Q

(symmetriskt runt 0)

OBS: Kvantilerna for 0 beror pa antalet frinetsgrader (Q

www.matstat.org

202007-13

10



Tabell 8. t-fordelningen

P(X > ta(f)) = @, dir X € t(f).

area=
o ()
Kvantller for fla 010 005 002 001 0005 0001 0.0005
. ! 1 308 631 1271 3152 0366 31831 636.62
O'fordelnln en 2 189 292 430 696 992 2233 3160
g 3 164 235 318 454 584 1021 1292
1 153 213 278 375 460 717 86l
5 148 202 257 336 403 580 687
= 6 144 Q 245 314 371 521 596
T, df=6 7 141 Tse” 236 300 350 479 541
04 8 140 186 231 290 336 450 504
9 138 183 226 282 325 430 478
10 137 181 223 276 317 414 459
03 1 136 180 220 272 311 402 444
12 136 178 218 268 305 393 432
13 135 177 216 265 301 3.8 422
14 135 176 214 262 298 379 414
02 Qe 15 134 175 213 260 295 373 407
16 134 175 212 258 292 360 401
17 133 174 211 257 290 365 3.7
01 18 133 173 210 255 288 3.6l 3.92
0.05 19 133 173 209 254 286 358  3.88
: 20 133 172 200 253 285 355 385
o, 21 132 172 208 252 283 353 382
0 1.94 22 132 172 207 251 28 350 379
23 132 171 207 250 281 348 377
2 132 171 206 249 280 347 375
25 132 171 206 249 279 345  3.73
o-férdelningen &r nagot bredaredn 0, men 2 131 L71 206 248 278 343 371
. . . 27 131 170 205 247 277 342  3.69
ju stdrre n desto mer liknarde varandra  2s 131 170 205 247 276 341 3.67
- - 2 131 170 205 246 276 340  3.66
(se sista raden i tabellen) 30 131 170 204 246 275 339  3.65
40 130 168 202 242 270 331 355
60 130 167 200 239 266 323  3.46
www.matstat.org 120 120 166 198 236 262 316 337
oo 128 164 196 233 258 309 320 =,
KI for skattning av* i 0 ‘R
g ,
Fall 3:, okand, litet stickprov
X-—n . .
: ~tn—1) referensvariabel ~ &x 0 ‘R,
s/ N

1. Hitta enreferensvariabel

N

Sténg in referensvariabeln mellan kvantilgranserna

3. Sténg in parametern som ska skattas mellan k&dnda storheter genom

att omforma i parentesend (8 )

X -
P (—tafg(n. B PR ——
b/\/;

S

P(Xfta/z(nflj-\/ﬁ<p§f(+tu/2(n*1)-%):lfa

_ s
= |fu=T+tapn—1)- 7

Stasa(n — 1)) =l-«

Kifor i0 ‘B medkonfidensgrad
p | nér, arokand ochstickprovet
(&) ar litet.

www.matstat.org

202007-13
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Kl for skattning av* i0 * h,
Fall 3: A okand, litet stickprov
(;

ttap(n—1) — s Lo

=T -
T ‘ ‘.'L\ = n—1 = (@ IJZ

| = punktskattning + kvantil - medelfel

Iy

=)

j*n’.o/;g(ﬂfl)'iﬂ l?f+ta,f2()’i.-71)~

¥

Vi far ofi Fe fran stickprovet ocho; & p ur entabell.
OBS: Komihagatt &x 0 (* f,) antogsfor att harleda konfidensintervallet.

Pga den Centrala Gransvardessatserkan det racka om variablerna & ar
bara ungefarnormalférdelade.

www.matstat.org

Kl for skattning av* i0 * h,
Fall 3: A okand, litet stickprov
Exempel

Vi vet (eller har skil att tro) att X dr normalfdrdelad.
x =(15.7,14.3,12.65,13.2,16.85, 16.05, 16.55, 16.05, 16.6, 17.05)

Sokes: 95% konfidensintervall for

Om det ar kdnt att 0 = 1.56:
D:U/W%O.S /\a/2 :/\0‘025 =1.96
l.=x=x /\0/2 -D=155+196-05~155+1=(14.516.5)

Om o ar okind:
s=156 d=s/y/n=05  t,(f)= thos(9) = 2.26
h= Xt t,o(n—1)-d ~ 1554226-0.5~ 155+ 1.1 = (14.4,16.6)

www.matstat.org

202007-13
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Kl for skattning avy* for tv N-variabler
Fall 1:, och, k&nda

Tvé populationer, 2 stickprov: & (& ho FE Fiy )
. Coa 2 populationer
o (@ fE o )

Punktskattning for skillnaden ¥ * mellan de tva vantevardena:

¥* & & (vantevardesriktig, konsistent)

My

_ a — a
Vivetatt X ~N (p,,. ) och Y ~ N | py, —2
B \/_) i

— — UE (Tﬁ
=) X -V ~N(p—pggy|=+-2
T Ny Ty

App = iz — iy

—p X-Y~N(AgD)

www.matstat.org

KI fér skattning avy" for tva 0 -variabler
Fall 1:, och, kanda

S detta ar en o2 -
— X-Y-du N(0,1) referensvariabelom  p— /% %
D : , och, arkanda Voo

1. Hitta enreferensvariabel
2. Stang in referensvariabeln mellan kvantilgranserna
3. Sténg in parametern som ska skattas mellan kdnda storheter genom att

omforma i parentesend (8 )

_ KI for ¥ mellan tv& normalférdelningar,
Ing =2 -9+ )\0/2 D konfidensgradp | ,om, och, kéinda

L 2

0 ©

OBS: Om ett Kl for en differens mellan tvd véantevarden inte omfattar
nollpunkten, sdvet manmed (p | ) gp ThAT sannolikhet att vantevardenai
de tva populationerna verkligen skiljer sig. Om Kl:et daremot omfattar 0, sa
kan vi inte sdgaom en skillnad finns z noll ar ju en majlig skillnad i safall!

»

www.matstat.org

202007-13
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Kl for skattning avy* for tvd U -variabler
Fall 2:, och, okanda men stora stickprov

>30 6001 OAci Adoh EAT AT A ROAI

medelfelet

BT _A detta ar enreferensvariabelfor att i och
— 1 TAar N(0,1) [ &rkanda (och en bra approximation for
d . OA QD si att férdelningen inte andrar sij

1. Hitta enreferensvariabel
2. Stang in referensvariabeln mellan kvantilgranserna
3. Sténg in parametern som ska skattas mellan kdnda storheter genom att

omforma i parentesend (8 )

Kl for ¥ mellan tvd normalfordelningar,

IA,u =T —-y=* )\.r,/z -d konfidensgradp | ,, och, okandamen
stora stickprov

www.matstat.org

Kl for skattning avy* for tvd U -variabler
Fall 2:,, och, okanda men stora stickprov

L Kl for ¥ mellan tvd normalfordelningar,
IA,u =r—y=* )\o,/z -d konfidensgradp | ,, och, okandamen
stora stickprov

Ty

. 1 o _.2 2 1 .2
57 = El (w; = 7))  $= —7 > 1 (vi — )
i— 1=

- n—1
T

Ex1: populationer A och B ett stickprov fran varje population har tagits:
o pomw i @B & ¢ } giver  Soker: 99% Ki for skillnad

of puggn | TEY E o mellan‘ och'

60.962  43.082
d=\/ =g+ 5 = 1519 @ =001 Ay =Xogos =258

Ing = Ta — g+ Agyp-d=11.99 £ 2,58 - 15.19 = (~27;51))

Resultat ingen signifikant skillnad mellan vantevardena pa 9%
konfidensniva, konfidensintervallet innehaller ju nollan.

www.matstat.org

202007-13
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Kl for skattning avy* for tvd U -variabler
Fall 2:,, och, okanda men stora stickprov

Ex2 populationer A och B ett stickprov fran varje population har tagits:

A = (195,240,154, 95,65,82,132, 155,125,119, 155, 345,
145,200, 130, 223, 145, 207,183, 190, 137, 210)

B = (88,73,165,188, 145, 158,195,165, 140, 145, 203, 196,
230, 225,128,190, 170,158.72,135. 105, 155, 165, 120
138,125,188, 145,208, 75

99% konfidensintervall for skillnaden mellan medelviarden ?

XA =165.09 s4=60.96 xg=153.1 sg =43.08 xa — X =
11.99

2 2
d= j—i + ;—2 = \/6%%62 + 433'(582 =15.19 (medelfelet)
1-a=09 = a=001 A,p= Ao =258

Iny=2%a— X+ Aqy2-d=1199+258.1519 = (—27,51

www.matstat.org

Kl for skattning avy* for tva U -variabler
Fall 3:, och, okanda men lika(!), sma stickprov

olika populationer

7= (T w2y Ty ) dar X~ N, 0) tvé stickprov fran
Y=(1Y2.--Uny) dir Yi~ Ny, 0)

(Ap)* = X — ¥  punktskattning for ¥ o, =0, =0

(ngy —1)-s2+(ny —1)-s2
(ng = 1)+ (ny, — 1)

6Di T 1 AABGOAOEA

, ersatts med sp = \/

1 1
medelfelet: d=sp | —+—
Ny Ty

Man kan visaatt X — Y — Au
(se appendix) d

30EAEDOI OAdfordelQingBbnaovah, men med férandrat antal
frihetsgrader

o-férdelning med

~tHng; +ny, —2) 0 & &

www.matstat.org
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KI fér skattning avy* for tva 0 -variabler
Fall 3:, och, okanda men lika, sma stickprov

(ne —1)- 82+ (ny —1)- 82 1 1
Sp = d=sp-([—+—
(ny — 1)+ (ny, — 1) Ng Ny
X-Y-A .
. 2y t(f) referensvariabel
f=n.+n,—2 antalet frinetsgrader

Kl for ¥* for tv& normalférdelningar,
Inpy =% —gEtap(f)-d konfidensgradp | ,, och, okandamen
lika, sma stickprov

Jamforelse med stora stickproye ot 0; ("Qaér stérre &n_; ©
konfidensintervallet blir allts& bredare. Detta aterspeglar faktumet att vi har
storre osdkerhet p& grund avmindre stickprov.

www.matstat.org

Kl for skattning av differens mellan medelvarden for
tva parade stickprov fran 0

Skillnad mellan oberoende stickprov och stickprov i par
o parade stickprov: tva respektive varden tillhér varandra, de bildar ett par och
ar inte oberoende

Exempet Blodsockerhalt hos diabetespatienter fére och efter en behandling:
Oberoende stickprov:

Grupp 1, fore | 70.4 80.1 65.8 66.7 74.3 72.1 709 854 89.3 90.4 789 77.0

Grupp 2, efter| 70.9 65.8 66.7 74.3 87.2 89.3 934 82.1 74.1 70.9

Parade(icke oberoende) stickprov:
person A B C D E F G H

fore 78.1 66.9 74.3 72.5 90.9 78.3 68.4 725

efter 79.2 67.0 77.1 73.3 92.0 78.1 68.4 72.9

Blodsockerhaltenhos en personefter behandlingen &ricke oberoendeav
blodsockerhalten hos denna persorfére behandlingen

www.matstat.org

202007-13
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Kl for skattning av differensenmellan medelvarden for
tva parade stickprov fran N

person A B C D E F G H

fore 78.1 66.9 74.3 72.5 90.9 78.3 68.4 72.5

efter 79.2 67.0 77.1 73.3 92.0 78.1 68.4 72.9

o Observationerna ar inte oberoende den ovan visade metoden for att
beraknaett Kl for tva oberoendegrupper kan alltsd inte anvandas

o Genom att samla parade observationer kan variansen som ingar i
berakningen av ett Kl férminskas jamfort med variansen for oberoende
stickprov, fér att variansernainom ett par (vertikalt i tabellen) ar oftast
mindre anvariansernamellan paren (horisontalt i tabellen).

o Vi maste fortfarande krava att paren ar oberoende av varandra (t.ex.
maste person A vara oberoendeav person B, 0sv)

www.matstat.org

Idé: anvanddifferensernad inom paren for att skattay* mellan bada
grupperna.

Paired observations

90

| www.matstat.org ®
L4
e ¢
2 O
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Modell for KI fér parade stickprov, antaganden

o alla observationer kommer fran ennormalférdelning

o det finns ensystematisk forskjutning ¥* mellan populationernacoch ¢, som
bara tacks éver av rent slumpméassigt (normalférdelad) brus

0 samma varians inom grupperna, dvs. vi hay igrupp ®och, igrupp ®
0 observationernamellanparen maste vara oberoende

Xi~ N (pi,00) systematisk férskjutning ¥
Y; ~ N (i + Ap, o) mellan badagrupper

Z; =Y, - X; beraknas

ZT ~ N (A}a‘ UZ) fbrdelning for alla & Lite mer i append|xet|

25

n

Z~N (A,u, ) fordelning for medelvardet av allac

o, = \/gf, +02-2.p 0.0, standardavvikelse fér, (oként)
H_/

C(X.Y)=p-0.04 kovarians for X, Y
www.matstat.org

KI fér ¥* , paradestickprov

Zi~N(Ap.o,)  Z~N(ap 2=
(Ap.o) ( . \/ﬁ)
Detta problem kéanner vi redan till : skatta vantevardet (har: ¥ ), for en
normalférdelad slumpvariabel (har: &), med okand standardavvikelse (hér:
» ) medhjalp avett litet stickprov!

Respektivereferensvariabel ar alltsa o-fordelad, for att ,  ar okant:

Z—An m 1) )
2T i —
N referensvariabel

1. Hitta enreferensvariabel

Sténg in referensvariabeln mellan kvantilgranserna

3. Stang in parametern som ska skattas mellan kanda storheter genom att
omforma i parentesend (8 )

N

I3 —54¢ n—1). —= Kl for vantevardenasdifferens for parade
Ap =2 “/2(” ) v/n | stickprov frén 0, konfidensgradp |

l 1 l T
s A — P — _ . 2 _ s — 5)2
=i — Ty == Z Z 8% = Zl (z; — 2)

n—1
2

www.matstat.org
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Kl for skattning av differens mellan medelvarden for
tva parade stickprov fran 0

Exempet tva personer A och B utférde méatningar pa 11 olika objekti

OEI T OAOA Ti AA IiRBROAO 60OUOOAI AGEOED

L1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

B | 21.6 229 20 23.6 15.7 175 273 198 16.4 14.7 20.1
A | 20.2 22 19.7 214 16.3 17 245 15.6 16 13.2 19
7 1.4 0.9 0.3 22 -0.6 0.5 2.8 4.2 0.4 1.5 1.1
Det antas att matningarna ar observationer fra ¢ b, Jresp.6(* ¥R, ),
dar Y &r den systematiska skillnaden mellan grupperna.

2=134 f=n—1=10 ty(f) = toozs(10) = 2.23

s= i S (5 - 27 =133 d=s/vTT=0401

n—1

In = (24 toy2(f)d) = (1.34 £2.23-0.401) = (1.34 + 0.89) = (0.45,2.23)

Fazit Detfinns verkligen en signifikant skillnad pa 95% konfidensniva
(KI:et innehaller inte nollan).

www.matstat.org

KI for skattningavnié "Q&m
(KI for skattning av en proportion)
A @=A1 OAI AO &1 umsmm}@rén;u Qlel O11E
A ¢ =totala antalet Bernoulli-férsok

X .
p== punktskattning for f; X ~ Bin{n,p)

X ~ Bin(n,p)

X ~ f\r(n.-}),\/ﬂ--p-(17}))) om V(X)=n-p-(1-p)>5
f

Normalapproximation! Stickprovet maste vara stort om detta ska vara befogat
(som t.ex. i en opinionsundersokning). Kom ihdg exemplet med myntkast for
att skattar) (férelasning F8), dar bara 10 kast inte gavnagotbra resultat!

Vi anvander reglerna som géller for linjartransformation for normalférde-
lade slumpvariabler (se férelasning F5, &ontinuerliga O1 01 DOAEAAT A

X (1 —
p= o ~ N (p, an)) fordelning for punktskattning n° for

Pt = X ~ N (p,D) med D= p-(1=p) forkortning

n n

202007-13
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KI for skattningavi i 6 Q&)

(KI for skattning av en proportion)

X (1= .. .
p*=—~N(p,D) med D= p-(1-p) forkortning
n n
X

n P
n ~ N(0,1
L~ N

Standardisering ger:

Standardavvikelsen'O approximeras med medelfelet Q genom att ersétta r} med
¢j € . Detta kan goras for att skattningen ar

skattningen for 1), alltsd med 1*
vantevardesriktigt och konsistent; ochfor att stickprovet (¢ &r stort:

noen - — 00 Q

X
2~~~ N(0,1) referensvariabel

1. Hitta enreferensvariabel
2. Stang in referensvariabeln mellan kvantilgranserna
3. Stang in parametern som ska skattas mellan kanda storheter genom att

omforma i parentesend (8 )

www.matstat.org

KI for skattning avii 6 Q&M )

(KI for skattning av en proportion)

referensvariabel

n P

n y ~ AT([)’ 1)
Kl for skattningav ) in 6 Q&R (skattning
av en proportion). Stort stickprov kravs.

T
Iy==%Xys-d _
7 Konfidensgradp
Punkskattningv kvantil gmedelfel

Exempel Andel undermaliga komponenter som produceras i ett foretag: ett
stickprov med 250 komponenter har tagits. Det visade sig att 42 avdem hadeen

for kort livslangd. Vi soker ett 95% Kl for andelenfelaktiga komponenter:
punktskattning for andelen felaktiga komponenter

T 42
=L = 2% 0168
P T 950

P8O @

0.168 - (1 — 0.168 _
g 2108 Z0AE8) g 1 TBIU
250

I, =2 £ Xyjp-d=0.168 £ 1.960.023 = 0.168 + 0.046 = (0.12:0.21)
T _

www.matstat.org
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KI for skattning avni 6 "Q&m
(KI for skattning av en proportion)

x
I, = - + Aus2-d Kl for skattning av proportion
p* - (1 — p*
b=2-XAyjo-d=2-Xa- pr-(1=pY) konfidensintervallets bredd
n

Om man bestammer sig for en vissiaximal bredd @ av Kl:et masteman valja
stickprovsstorleken darefter. Omformning ger:

/\ /g_) 2
w1 (22)

Vi kanner dock inte *. Omvi inte har ndgonuppfattning om ungefar hur stort r*
kan varamastevi 6 /AEs&kerhetsO E Oth detstorsta vardet for 1)° g¢(p 1y°), som
ar j .(kolla medderivering) . Vifar:

Ansa )2 A
nyg = (%) eller bu = \;{{73

Vill man férminska & maste man forhoja stickprovsstorleken avsevart * @
(Vill man halveraw s& maste man fyrdubbla ).

www.matstat.org

Kl for skattning av skillnaden mellan 2 proportioner
(skattning av Y1) for tv& Bin)

o Data 2 stickprov frn 2populationer : ¢ o OAODP8 Al OA1 AOD
o opinionsundersokning (Ja/Nej) pa staden () och pa landet ()
o andel felaktiga komponerer i fabrik A () och i fabrik B (@)

Xl X2

Py = _‘ Py = — punktskattningar for  ochn
7 e
(Ap)* — & — & punktskattning fér ¥ (vantevardesriktig, konsistent)
1 T2
X1 ~ Bin{ni,m) Xo ~ Bin(na, pa)

Bade¢ ochi maste vara stora® normalapproximation:

X w e fro=p) X2 N,y P2 L P2
Y P, . N 2

Xi X O—p) m-(—p
=> f_imh’ (m—pz.\/m (_ p1)+pg( 1’2))
1

no ny no

www.matstat.org

o
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Kl for skattning av skillnaden mellan 2 proportioner
(skattning av Y1) for tv& Bin)

X X (1 — - (1 — -
— =-2=2.N m—pz.\/p' L=p) P2 m))
5 e n 2
— )
~~— ~
n 0

StandardavvikelsenO approximeras medmedelfeletQgenom att ersattabadar)
med motsvarandeskattning, alltsdfy> — 'Q pht .

I . _ & Zz | _ T2
N X yvoapa) ey msGTm) w07
1 Na 1 no
XXy
%"—’I ~ N (0,1) referensvariabelo 6 AT 11 BT 1 AOT A
Kl for skattning av skillnaden mellan tva

T X proportioner ( Y1 for tva Bin).
Inp = o e tAap-d Bada stickprov mastevara stora

L 2 Konfidensgrad(p | )

Punkskattning kvantil gmedelfel
www.matstat.org

Kl for skattning av‘ i P¢

Stickprov: (c Foo FE F ) AT OAT AO ET OORAEZEAKA ERT A
observerade (lika stora) intervaller

u=Xx punktskattning (se tabell forelasning F8) & * 0 &)

X; ~ N (/) normalapproximation (férelasning F7)
p Umanga handelser kravs i varje intervall)

X~N (11; \/%) fordelning fér medelvardet avé observationer

X—pu

At : (om* i namnaren ersétts med
gy~ N0:1) referensvariabel g gatningap | AAAT A
_ Kl for vantevardet' i Poissonférdelningen.
I =34+ X 0-4/% p kravs. Konfidensgrado | 8
K @2\ % Punktskattning  kvantil gmedelfel.

www.matstat.org

202007-13

22



Kl for skattning av standardavvikelsen, i 0 * h,

Sickprov  x = (x1,22,...2,)  oberoende

Om alla® har samma fordelning X; ~ N{u, o) och ar oberoende, da galler
det allmént att:

1 — =2 2 ... £ p :chikvadrat-férdelning, for
) Zl (Xi=X) ~x'(n-1) ¢ p frihetsgrader
P
52 5 9 R 52
y— 1)~ ) — eftersom 2= _ - X, — X
(n=1) 5 ~x*(n 1) 5 %1;( i—X)

Detta ar redanenreferensvariabel (bara, okant, som vi vill skatta).

1. Hitta enreferensvariabel

2. Stang in referensvariabeln mellan kvantilgranserna

3. Stang in parametern som ska skattas mellan kdnda storheter genom att
omforma i parentesend (8 )

OBS: Chi-kvadrat-fordelningen &ar icke symmetrisk!

www.matstat.org

Kl for skattning av standardavvikelsen, i 0 * h,

OBS!: chi-kvadrat-férdelningen &r icke symmetrisk:

Chisquare distribution function
df=§

014

chisquare_plot.R

008
|

0.06
|

0.0z
|

0.00
|

N 4

| | |
o) X2 )

www.matstat.org
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KI for skattning av standardavvikelsen, i 0 * h,

2

r (X%*([/?(f) < (n'il)s = n/Z(f)) =l-a

ﬂ'l‘i;El‘OiTEic; 8 Ulp |

’1'?71)5“ (n—1)52 .
=l-a Q & p
n/z Y| a/zf)

frs® Kl for skattning av variansen, ien
xi/z )’ »(1 a2 f} normalférdelning 0 ( B, )

7. — f . f KI for skattning av standardavvikelsen, i
7 X2 5(f) " Xi—aalD) "8 en normalférdelning 6 (* b, )

www.matstat.org

Kl for skattning av
standardavvikelsen, i 0 ‘ h,

Exempel  stickprov x = (21, x2,...1,) X; ~ N(p,0)
i p® @& p Tiran stickprovet
Soker:95% KI for ,,

X3 _ajo(f) = x§o75(9) = 2.7 X2 /2(F) = X3.025(9) = 19

I_(\fufs \Fus) (107 2.85)

Standardavvikelsenomfattas med 95% sannolikhet avintervallet (1.07 ; 2.85).

www.matstat.org
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Tabell 4. x2-férdelningen
P(X > x2(f)), dar X € x2(f).
area=x

xa(f)

« 0.9995 0.999 0.995 0.99 0.975 0.95 0.05 0.025 0.01 0.005 0.001 0.0005

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 3.84 5.02 6.63 7.88 10.8 12.1
0.00 0.00 0.01 0.02 0.05 0.10 5.99 7.38 9.21 10.6 13.8 15.2
0.02 0.02 0.07 0.11 0.22 0.357.81 9.35 11.3 12.8 16.3 17.7
0.06 0.09 0.21 0.30 0.48 0.71 9.49 11.1 13.3 149 185 20.0
0.16 0.21 0.41 0.55 0.83 1.1511.1 12.8 15.1 16.7 20.5 22.1

Vi hittar:
g (W & 0.30 0.38 0.68 0.87 1.24 1.64 12.6 14.4 16.8 18.5 22.5 24.1

0.48 0.60 0.99 1.24 1.69 2.17 14.1 16.0 18.5 20.3 24.3 26.0
g (W pws 071 0.86 1.34 1.65 2.18 2.73 15.5 17.5 20.1 22.0 26.1 27.9

9 097 115 1.73 2.09(2.70)3.33 169 @9.002L7 23.6 27.9 297

10 1.26 1.48 2.16 2.56 3.25 3.94 18.3 20.5 23.2 25.2 29.6 31.4

11 159 1.83 2.60 3.05 3.82 4.57 19.7 21.9 24.7 26.8 31.3 33.1
12 1.93 2.21 3.07 3.57 4.40 5.23 21.0 23.3 26.2 28.3 32.9 34.8
13 2.31 262 3.57 4.11 5.01, 5.89 22.4 24.7 27.7 29.8 34.5 36.5
14 270 3.04 4.07 4.66 5.63 6.57 23.7 26.1 29.1 31.3 36.1 38.1
15 3.11 3.48 4.60 5.23 6.26 7.26 25.0 27.5 30.6 32.8 37.7 39.7

16 3.54 3.94 5.14 5.81 6.91 7.96 26.3 28.8 32.0 34.3 39.3 41.3
17 3.98 4.42 5.70 6.41 7.56 8.67 27.6 30.2 33.4 35.7 40.8 42.9
18 4.44 4.90 6.26 7.01 8.23 9.39 28.9 31.5 34.8 37.2 42.3 444
19 491 5.41 6.84 7.63 8.91 10.1 30.1 32.9 36.2 38.6 43.8 46.0
20 540 5.92 7.43 8.26 9.59 10.9 31.4 34.2 37.6 40.0 45.3 47.5

www.matstat.org
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EnsidigtKI for skattningav‘ i 0 ‘ h,

A okand, litet stickprov, begransat till vanster

X—u ~t(f) referensvariabel ~ X; ~ N{u,o)
s/vm Mt op
t-distribution
Det galler att (se bild): d=5
X—u
P32t <tn)-1-a N
S/ﬁ

Efter omformning blir det:

o)
0z
Il

— S
P(,{L>X—t(,(f)-ﬁ>:1—a = P 1/
Sannolikheten att' &r storre an
detta uttryck ar alltsé p | quantile_plots.R !

www.matstat.org
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EnsidigtKI fér skattningav' i0 ‘b,

A okand, litet stickprov, begransat till vanster

= S Sannolikheten att’ ar storre an
P - — ) =1-a .
(,u > X ~talf) ﬁ) detta uttryck ar alltsdp |

(= s Ensidigt KI for vantevardet i0 (* b, ).
IL — €T — tu Y | . !
! (L (/) vn +OO) Konfidensgradp |

Det betyder att vi vet med(p | ) gp T msannolikhet att‘ &r stérre &n den
undre konfidensgrénsen.

95% KI
0 } >
’ t H
i T (punktskattning ,fran stickprovet)

www.matstat.org

~

EnsidigtKI for skattningav‘ i0 ‘ h,

A okand, litet stickprov, begransat till hdger

X—p {f) referensvariabel ~ X; ~ N{u, o)
s/ m & op

t-distribution
df=6

Detgéller att (se bild):

P(’;(/\; >—!,u.(f)) =1-a EN

)

Efter omformning blir det:

Plpu<X+talf) —=)=1-a sz | P
Sannolikheten att’ ar mindre an
detta uttryck &r allts&p | . t )

o

www.matstat.org
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~

EnsidigtKI for skattningav‘ i0 ‘ h,

Aokéand, litet stickprov, begréansat till hdger

Ensidigt KI for skattning av 1 i N(i, 0) Sannolikheten att’ &r mindre &n
o okind, litet stickprov, begransat till hoger detta uttryck ar a”tsé p |

I,= (-0 2+ ta(f)—F i
1 ( 00 T+ (f)\/;) Konfidensgradp |

Det betyder att vi vet med(p
ovre konfidensgransen.

95% Ki |
H 7 )=
(punktskattning) Vi

www.matstat.org

Ensidigt K for vantevardet i0 (* R, ).

| ) €p 1 mtdannolikhet att* &r mindre anden

Appendix

Intervallskattning
Uwe Menzel, 2018

uwe.menzel@matstat.org

www.matstat.org
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Chi-kvadrat fordelningen

n =42
Z(Xf—X) ¥2
W= =1 _ (n— 12) -5 - Xg(” —1)

2

a a

Detta gallerallmant om & &r oberoendenormalférdelade dumpvariabler
med standardavvikelsen,, .

..(Q Tathetsfunktion ... for olika
frinetsgrader.

Observationernad® maste
harstamma fran en normalférdelning.

03

X;~ N (p,0)

www.matstat.org

o-férdelningen

300AAT 660 AEOOOEAOOEI I

Forutsattningar:  ¢x 0 mip
. maste vara oberoende
wx ...(")

Om slumpvariablernadoch & har ovanstaende fordelningar, sa har
féljande kvot ensékallad o-férdelning:

o

o)

www.matstat.org

ngi ofordelingmedy EOEEAOOCOAAAOD
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3 O 0 A Afor@einiag

o & 0O(rnp) standardiserad normalférdelning
0o wx ..~ chi-kvadrat,” 1 p (frihetsgrader)
0 Zoch W oberoende

X*].Lo 52 2
Z = ~ N(0,1 F=(n— 125 ~ X3 —
A NOY) W= () S )
P zw:(x_ﬂﬂ).\/ﬁ:)z_m
W (n—1)-52 S S/ﬁ
v a2-(n—1)

Denvanstrasidan aro ¢ p zfordelad, alltsd maste detta ocksa gélla
fér den hogra sidan:

X — Mo
S/vn

t(n 1) Slumpvariablernac maste vara
~ bt .
normalférdelade och oberoende

www.matstat.org

Skattning av* for 0 ‘ h, nar, &rokand ocht inte

heller stor
Distributi:)n Plot
X; ~ N(u,0) oberoende
Referensvariabel: g,
X-—p \
~tn—1 0.025 0.025
siym = &l .
T — U \
Pl —tymn—1)<= <ttopn—1))=1-a
/z(n‘ ) S/\/ﬁ + /2(” )) «

£ S
P i‘—ta/z(f)'—Suif-i-tam(f)'ﬁ)=1—0
S
[.l:i',ita' e =n-1 tfl' >Acv
p=7 72(f) Tn f=n s2(f) /2

(bredare konfidensintervall nar ¢ liten och,, okant)

www.matstat.org
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